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PROLOGO

Los distantes origenes de este libro se encuentran en las notas de mis clases
que escribi y reescribi por varios afios. Las huellas son los constantes borrones
que hice cada cierto tiempo que me reencontraba con estos temas, puede no
gustarte la forma de presentacion, pero puse el mejor esfuerzo posible, tampoco
es algo nuevo ya que existen muchas referencias al final del libro; estaré a gusto
si al menos sirve para un grupo de estudio, es imposible evitar que se deslice
errores. Algunas preguntas frecuentes que nos hacemos, ;Qué es
exactamente una ecuacion diferencial? ; Dénde y como se originaron, cual es
su utilidad? ¢ Qué se hace con ellas, como se analiza los resultados de tales
manipulaciones? Estas interrogantes sefialan pautas a seguir, estudiar
aspectos: tedricos, metodoldgico y diversos campos de aplicaciones.

Hay hechos histéricos que inspiran; por ejemplo, la obtencion de la ecuacion de
la recta tangente a una curva determinada, fue uno de los problemas latentes
hasta fines del siglo XVII a visperas del nacimiento del calculo diferencial. En
adelante el trabajo consistia en resolver el problema inverso, encontrar
diferentes métodos en vista de que muy pocas ecuaciones pueden resolverse
por reglas concretas. Transcurridos un poco mas de dos siglos aun no es posible
establecer reglas generales para todo tipo de ecuaciones diferenciales El
mundo fisico esta en permanente cambio, también corresponde a las
ecuaciones diferenciales estudiar este cambio como fendmeno natural, las
leyes que rigen, buscar un modelo matematico que gobierna sus leyes e
interpretarla.

Las ecuaciones diferenciales en general, constituyen la esencia matematica
para la modelizacion y comprende un gran numero de eventos en: fisicas,
economia, ingenieria, quimica, biologia, fisiologia y economia, medicina,
matematica, movimiento de cuerpos celestes tales como planetas, lunas y
satélites artificiales, astronomia, entre otros. Por tanto, las ecuaciones
diferenciales desempefian un papel crucial para su estudio.

El contenido esta pensando sobre todo para facilitar la comprension por parte
del estudiante, brindandole la técnica basica para enfrentar a un problema.
Razon por la cual se incluyen numerosos ejemplos y se detallan
cuidadosamente la mayoria de las demostraciones. Si bien la abstraccion es
importante, no tiene sentido estudiar ecuaciones diferenciales sin hacer
referencias a problemas practicos.

Quiero expresar mi aprecio: al cuerpo Docentes del Departamento de
Matematica; al director de la oficina general de investigacion interdisciplinaria; al
Rector de la Universidad Nacional San Luis Gonzaga, por cristalizar mi afio
sabatico y permitié un final feliz para culminacion del presente libro; al fisico Mg.
Carlos Tenorio, por las pinturas alusivas al tema y a mi querida Ica;
agradecimiento especial se merece el Fondo Editorial IDICAP PACIFICO por la
publicacion en version digital; son muchas las personas que leyeron el
manuscrito, sus comentarios fueron valiosos; a todos gracias.
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CAPITULO I1

NATURALEZA DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES

1.1 INTRODUCCION

Antes de iniciar con el estudio de conceptos, es recomendable un poco de historia,
hay un hecho muy importante y, es el nacimiento del calculo, que tiene que ver
con la obtencion de la recta tangente a una curva determinada, este fue un
problema que se plantearon los matematicos hasta finales del siglo XVII. A partir
de los descubrimientos de Newton y Leibniz, este problema de obtener la recta
tangente a cualquier curva pas6 a ser un problema resuelto. Sin embargo, surgio6
el problema inverso que resulté muy complicado de resolver. Se trataba de
obtener la curva, conocidas las ecuaciones de las rectas tangentes en cada uno de
sus puntos, se podria hoy decir la integracion de una ecuacion diferencial de
primer orden; aunque después se generalizé a una ecuacién de orden n.
Podemos senalar que las ecuaciones diferenciales ordinarias aparecen
formalmente con el calculo. En 1693 Huygens habla explicitamente de ecuaciones
diferenciales; el término “aequatio differentiali” fue usado por Leibniz en 1679
para denotar la relacion entre las diferenciales dx y dy y dos variables x e y, lo
cual se conserva hasta los tiempos de Euler (1768 - 1770), hay registros de que

2
un 11 de noviembre de 1675, Leibniz escribi6 la ecuacion [ ydy = y?, lo cual se

asume como un acto donde Leibniz idea el signo de integral.

El problema de la integracién de ecuaciones diferenciales era parte de un
problema mas general, esto es, el problema inverso del analisis infinitesimal. En
un inicio se centraba a la solucién de ecuaciones de primer orden, sobre todo con
separacién de variables para su integracién, por tanto, debe haber sido el primer
método.

Ya a finales del siglo XVII los hermanos Bernoulli Jacques y Johan
introducen términos como el de “integrar una ecuacion diferencial” con lo cual
formaliza el proceso de separacion de variables. En 1692 Johan Bernoulli licencia
otro método donde usa un factor integrante. En 1724, el matematico italiano J. F.
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Riccatti (1676 - 1754) estudia la ecuacion % + ax? = bt", con a, b, n constantes,

determinando la integral en funciones elementales de esta, de aqui que lleva su
nombre, y que fue extendida a ecuaciones de tipo x” = P(t)x? + Q(t)x + R(t),
(Vera, 1959).

En el aflo 1768 Euler publica su obra “Institutiones”, sirviendo esta como
primera teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias, primer orden,
separable, homogéneas; segundo orden, lineales, reducciéon de orden, orden
superior; método de la serie de potencia. En 1766 D’Alembert, aporta con la
solucién general de una ecuaciéon no homogénea, una cierta solucién particular y
la solucién general de la correspondiente ecuacion homogénea. Lagrange (1736 -
1813) en 1774, usa variacion de parametros y principios de superposicion.

A inicios del siglo XIX se desarroll6 una fase en la se trataba de demostrar
algunos hechos dado por valido durante el siglo anterior. La época de rigor llegaria
en 1820 con Cauchy quien prueba la existencia de soluciones de la ecuacion
diferencial x" = f(t, x). En 1890 Picard establecié un método de aproximaciones
sucesivas, esto permiti6 establecer con precisiéon el teorema de existencia y
unicidad de las ecuaciones diferenciales de orden n. J. H. Poincaré (1854 - 1912);
Alexander Liapunov (1857 - 1918), estudiaron ciertos sistemas fisicos y dio
origen al problema de investigar las propiedades de las soluciones de una
ecuacion diferencial a partir de su “expresion propia”, dando inicio a la teoria
cualitativa de las ecuaciones deferenciales, esto es a la mitad del siglo XIX, lo cual
marca la ultima fase del desarrollo de la teoria sobre ecuaciones diferenciales que
transcurre hasta nuestros dias, (Benites, 2008).

Naturalmente, que durante el siglo XVIII, todo descubrimiento matematico
exigia cierto protocolos a cumplir, como: (1) cada concepto matematico deberia
ser definido de manera explicita sobre la base de otros conceptos bastante
conocida; (2) las pruebas de los teoremas debian ser justificada en cada uno de
sus etapas o sobre un teoremas previamente probado; (3) las definiciones y
axiomas escogidas tenian que ser amplias, lo suficiente para validar resultados ya
existentes; (4) la intuicion (fisica o geométrica) no era un criterio valido para
desarrollar o validar una prueba matematica.

En 1890 Picard establecié un método de aproximaciones sucesivas que
permite establecer con precisidn teorema de existencia unicidad de las ecuaciones
diferenciales de orden n. Posteriormente, Cauchy, al tratar de demostrar el mismo
teorema para sistemas de ecuaciones diferenciales introdujo la notacion vectorial;
los conceptos matriciales introducido por Cayley ayud6 mucho a otros, caso Jacobi
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usando matriz diagonalizable. Mas tarde Jordan introdujo su forma candénica para
sistemas lineales de ecuaciones donde la matriz no es diagonalizable. Con la
investigacion de Poincaré respecto de la estabilidad y periodicidad de las
soluciones del sistema solar, conduce a sistemas no lineales, a finales del siglo XIX
habia muchos resultados en el terreno cualitativo, mejorados también por
Liapunov y Bendixson.

La mayoria de las teorias de las ecuaciones diferenciales fue desarrollada a
lo largo de tres siglos, desde finales XVII hasta principios del siglo XIX. En aquel
tiempo, con todos los problemas del calculo surgian con la necesidad de
matematizar algin fendémeno fisico. El cdlculo encontraba siempre nuevas
aplicaciones en la astronomia y la mecanica. El problema de la fundamentacién
del calculo diferencial se hizo cada vez mas actual, tanto que llegé a ser el
problema de mayor importancia para el siglo XVIII, (Napoles, 2002).

El tema tiene que ver con una gran cantidad de problemas, asi como una
variedad de leyes fisicas, que se modelan por una ecuacién diferencial. Para tener
una idea de esta aplicacidn, la segunda ley de Newton dice F = ma. Es decir, la
aceleracion que adquiere un cuerpo es proporcional a la fuerza total que actda
sobre dicho cuerpo. Si asumimos que un cuerpo de masa m cae libremente, es
decir la unica fuerza es su peso, entonces F = mg, donde g es la aceleraciéon
gravitatoria que podemos suponer constante g = 9,8 m/s?. Si denotamos con x la

.. . . dx ., d?x
posicién de un cuerpo, se tiene que la velocidad es v = 4 la aceleracién ey de

manera que

m& =mg
dt? !

es decir
d?x
dt?
Por otro lado, si a este modelo, le agregamos el efecto de rozamiento que
ejerce el aire sobre el cuerpo, este efecto estd dado por una fuerza opuesta al
desplazamiento proporcional a la velocidad, y asi la ecuaciéon que modela el

movimiento es

m d?x _ m k dx
acz = Mg dt’
son las expresiones de ecuaciones diferenciales que modelan un fendmeno y se

veran muchos mas adelante.

13



1.2 CONCEPTOS BASICOS

Definicion 1.1. Se llama ecuacion diferencial, a una ecuacién que contiene las
derivadas de una o mas variables dependientes respecto de una o mas variables
independientes.
Definicion 1.2. Se denomina ecuacién diferencial ordinaria, a una ecuacion
diferencial en las que aparecen derivadas ordinarias de una o mads variable
dependientes respecto a una tnica variable independiente.
Definicion 1.3. Se llama ecuacion diferencial en derivadas parciales, a una
ecuacion diferencial en las que aparecen derivadas de una o mas variable
dependiente respecto a mas de una variable independiente.
Definicion 1.4. Se denomina orden de una ecuacion, al orden de la derivada mas
alta que aparece en ella.
Definicion 1.5. Cuando una ecuacidn diferencial es racional e integral con
respecto a todas las derivadas, la potencia a la cual esta elevada la derivada de
mayor orden se llama grado.
Ejemplo 1. La ecuacién
3 3

% + 4xy (Z—z) =0,
es una ecuacion diferencial ordinaria de tercer orden y primer grado.
Ejemplo 2. La ecuacién

2 2

=1+ (@)
es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden, que modela la ecuacién
de la catenaria obtenida a partir de las leyes de Newton.

Ejemplo 3. La ecuacién
dv
m—=mg - kv™,
es una ecuacion diferencial de primer orden, es conocido como la ecuacién de
Bernoulli, que modelaba un problema de determinar el movimiento de un
proyectil en un medio cuya resistencia es proporcional a una potencia de la
velocidad.

Ejemplo 4. La ecuacion
dSx d3x
as T T
es una ecuacion diferencial ordinara de quinto orden y primer grado, donde x es
la variable dependiente y t es la variable independiente.

+ 6x = sent,

14



Ejemplo 5. La ecuacién

av av
oV N _9
ox dy v,

es una ecuacion diferencial parcial de primer orden y primer grado, aqui V es la
variable dependiente, mientras que x e y son las variables independientes.
Ejemplo 6. La ecuacién

v o o

dx2 = Jy? 922
es una ecuacién diferencial parcial de segundo orden y primer grado donde x, y, z
son las variables independientes. Esta es la ecuacion diferencial de Laplace.
Ejemplo 7. La ecuacidn diferencial de segundo orden

t?x” +tx + (t2—n?)x =0,

denominada ecuacién de Bessel, es una de las mas importantes de la fisica
matematica, que depende de un parametro n, el orden (bueno también sefiala el
orden) de la ecuacion diferencial, aunque es posible que n sea un numero
complejo.
Ejemplo 8. Las ecuaciones diferenciales de segundo orden

=0,

d’q | pdq 1 _
Ldt2+R + q—E(t),
LF+R + I T

modelan a circuitos eléctricos simples, donde I es la intensidad de la corriente; E,
fuerza electromotriz; R, resistencia; L, inductancia; C, capacitancia; g, carga.
Ejemplo 9. La ecuacidn diferencial de segundo orden

6”(t) +76(t) =0,
es la ecuacién de un péndulo linealizado.

Ejemplo 10. La ecuacion
a%v  a%v | 9%v v
(Gt o) =
es la ecuacioén diferencial parcial de segundo orden y grado uno, y representa a la
ecuacion de calor.
Ejemplo 11. La ecuacién diferencial de segundo orden

s'"" = —gsen (i)
L
es la ecuacion del movimiento pendular.

Ejemplo 12. La ecuacion
a%v | 9%v | 3%v a%v
(LY By Py oy
x2  0y2 = 09z2 dt?
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es la ecuacion diferencial parcial de segundo orden y grado uno, y representa a la

ecuacion de onda.
Observacion. En consideracion a la definiciéon (1) no se incluyen en las clases de
ecuaciones diferenciales a las identidades relativas a derivadas como:

d

—(u.v =u +
dx ( ) dx

Definicion 1.6. Una ecuacién diferencial ordmarla lineal de orden n, en la variable
dependiente y con variable independiente x, es una ecuacién expresada en la

forma:

ao(X) >+ ay(x )d = 1+ +an- 1(x) “+a,(y=Q0x) (1
donde las func1ones a;(x) e R Vi € {1,2, ...,n} son llamadas coeficientes de la
ecuacion diferencial ordinaria.

Si Q(x) =0, la ecuacion diferencial ordinaria lineal se dice homogénea. Si
Q(x) # 0, la ecuaciéon diferencial ordinaria lineal se dice no homogénea. Si los
coeficientes a;(x) no depende de x, se dice que la ecuacion diferencial ordinaria
lineal es de coeficientes constantes. De lo contrarios se dice que ella es de
coeficientes variables.

En el caso que a,(x) # 0 se puede dividir la ecuacion diferencial ordinaria (1)
por a,(x). La ecuacion diferencial que se obtiene

ﬂ_l_al(x)d Yy @Ay | an® Q) )

dx™  ag(x)dxn1 apg(x) dx = ag(x) ag(x)

Se dice que esta normalizada. Si una ecuacién diferencial ordinaria no es de la
forma (1) se dice que es una ecuacién diferencial ordinaria no lineal.
Observacion. Para ver la linealidad de una ecuaciéon es bueno observar los
siguientes hechos:
i) Solamente aparece la primera potencia de la variable dependiente y con sus

derivadas.
ii) No figuran productos de y con sus derivadas, ni de las derivadas entre si.
iii) No aparecen funciones trascendentes de y ni de sus derivadas.

Ejemplo 13. La ecuacion

yA+ B> =4,
es una ecuacion diferencial no lineal, de orden 1; esta ecuacién modela la curva

braquistécrona.

Ejemplo 14. La ecuacion
sy | 2d% dy
—+x°—=+2x—==1+ senx
dx5 + dx? + dx + ’

16



es una ecuaciéon diferencial ordinaria lineal no homogénea con coeficientes

variables.
Ejemplo 15. La ecuacion

L1582 _6yr =0,

es una ecuacion diferencial ordlnarla y no lineal, pues la variable dependiente es

de potencia 3.
Ejemplo 16. La ecuacion

m +5(2 ) —9y =0,
es una ecuacion diferencial no lineal, pues % es de tercera potencia.
Ejemplo 17. La ecuacion

M v AN Ky = Fsen(wt),
es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden, Euler se ocup6 de esta
ecuacion diferencial, y por alli surge el fendmeno de resonancia.
Ejemplo 18. La ecuacion diferencial ordinaria

d4y dzy

—9y°

dx* dx?
es no lineal, pues incluye producto de la variable dependiente por su segunda
derivada.
Ejemplo 19. La ecuacion diferencial ordinaria

2 d%x 2 2
t + t + t*—a“)x =0,
—z ( )
es lineal, homogénea, de segundo orden, no esta normalizada; tiene como variable

dependiente a x, variable independiente a t. Representa a la ecuacion diferencial

——tdy =x

de Bessel.
Ejemplo 20. La ecuacion diferencial ordinaria
2xy” + kcos(x)y = tan(2x).
es lineal de orden uno con coeficientes variables, no homogénea ni normalizada.

Ejemplo 21. La ecuacion
4 dty
dx* =Y

es una ecuacion diferencial de orden 4. Esta ecuacién expresa un problema de
desplazamiento transversal de una barra elastica fijado un extremo y libre el otro,
estudiado por Euler.

Ejemplo 22. La ecuacion diferencial ordinaria

17



2
(1- tz)%— 2t%+p(p +1)x =0,
es lineal, homogénea, de segundo orden, no esta normalizada; tiene como variable
dependiente a x, variable independiente a t. Representa a la ecuacion diferencial
de Legendre.

Ejemplo 23. La ecuacion

y" -4y =0,
es lineal de orden 3 con coeficientes constantes y normalizada. La variable
dependiente es y, sin embargo, la variable independiente puede ser cualquier letra
distinta de y.
Ejemplo 24. El modelo mx” + kx + cx3 = Fycos(wt) es una ecuacién diferencial
de segundo orden no lineal, representa un sistema de resorte y masa, no
amortiguado y periédicamente forzado y se denomina la ecuacion diferencial de

Duffin.

Ejemplo 25. La ecuacion

y' == JO+1,

es una ecuacion diferencial no lineal y, representa a la Catenaria.
PROBLEMAS 1.1

1. Indique el orden, grado, variable dependiente e independiente, normalidad y
linealidad de las siguientes ecuaciones diferenciales:
a) t% —cos(t)x = 2.
b) e*y' —tan(x)y' = 2sen(2x).

3d%y _ d_y_(d_y)“
Q) x —d 2cos(x)dx— - -

d) 4y"" —2y" = cot(5t3).
’ y—x
e) y="—

y+x'
f) x

"o y+x'+1
d d
g —= [1+2°"
h) x" +tan(t) x = In(t).
) ) +y"-5y=0.

)y =GV

X
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2. Determine la ecuacién diferencial de todas las circunferencias que tiene su
centro sobre el eje Y, y sea tangente al eje X. Clasifica su grado, orden y
linealidad.

3. Encuentre la ecuacién diferencial que pasa por los puntos (0,0) y (2,0).
Clasifique la ecuacion diferencial en orden, grado y linealidad.

1.3 NATURALEZA DE LAS SOLUCIONES

Definicion 1.7. Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria de orden n

dy d?%y ay,
F(x,y,;,@,...,m =0 (3)

i)  Sea f unafuncién real definida Vx € I = (a, b) de clase C™,Vx € I.La funcién
f es una solucion explicita de la ecuacién diferencial en el intervalo I si
satisface:

a) Flx, f(x), f(x), .., f™(x)] estd definida Vx € I.

b) Flx,f(x), f ), e, fM ()] =0,vx €

Es decir la sustitucién de y con sus derivadas por f(x) en (3), reduce esta
ecuacion a una identidad en I.

ii) Se dice que una relaciéon g(x,y) = 0 es una solucién implicita de (3), si esta
relacion define al menos una funcidn real f de la variable x en I, de manera
que esta funcién sea una solucion explicita de (3) en I.

Ejemplo 26. La funcion f definda Vx € R mediante f(x) = sen(2x) — 3cos(2x),
2
es una solucidn explicita de la ecuacion % +4y =0,vx e R.

Vemos que f esta definida y tiene derivada segunda valido Vx € R,

f'(x) = 2cos(2) + 6sen(2x),

f7(x) = —4sen(2x) + 12cos(2x),
sustituyendo en la en la ecuacidn diferencial se obtiene,
(—4sen(2x) + 12cos(2x)) + 4(sen(2x) — 3cos(2x)) = 0,

sereduce a una identidad valida Vx € R, luego f (x) es una solucién explicita de la
ecuacion diferencial.
Ejemplo 27. Larelaciéon x? + y? — 16 = 0 es una solucién implicita de la ecuacién

x + yd—y = 0 en el intervalo I = (—4,4). En efecto, la relacién x? + y2 — 16 = 0
dx

define dos funciones reales g, (x) y g,(x) dadas por

19



g1(x) =V16 —x% y g,(x) = —V16 — x?, Vx € (—4,4),

ambas son soluciones explicitas de la ED en este intervalo. Para g, (x) = V16 — x?
—X

se tiene g"; (x) = = Vx € (—4,4), que remplazando en la ED se obtiene

Vi6—
x+ V16 — x2 (\/%) =0, en razén que x — x = 0,Vx € (—4,4), luego g, es

una solucién explicita en Vx € (—4,4).
Observacion. En general se debe tener cuidado con las soluciones implicitas. Si
consideramos la relacion x2 +y2+ 16 =0, efectuando la diferenciacién
implicita, respecto de x se obtiene
2x +2y 2 =0,
pero no podemos inferir que x? + y? + 16 = 0 sea una solucién implicita de esta
ecuacion, ya que seria falso asegurar que a partir de esto la relacion defina alguna
funcién que sea solucién explicita de la ED, esta claro que y = +V—16 — x? no
define ninguna funcién real en ningtn intervalo.
Ejemplo 28. Demuestra que x;(t) = 0 y x,(t) = t2sen(t) son soluciones de la
ecuaciéon diferencial t%x” —4tx' + (t> +6)x =0 y ademds cumplen las
condiciones x(0) = 0y x'(0) = 0.
Solucién. Como x;(t) = 0 es nula se cumple de inmediato, también x; (0) =0 =
x'5(0). Para x, (t) = t2sen(t) derivamos dos veces
x',(t) = 2tsen(t) + t%cos(t)
x'',(t) = 2sen(t) + 4tcos(t) — t?sen(t),
luego sustituir en la ecuacion diferencial
t?[2sen(t) + 4tcos(t) — t?sen(t] — 4t[2tsen(t) + t? cos(t)] +
(t? + 6)t%sen(t) = 0,
también se cumple condiciones x(0) = 0y x'(0) = 0. Sin embargo, para aplicar el
teorema de existencia y unicidad, la ecuacion diferencial se escribe en la forma

x—2ex' + (1 +%)x =0.
t t
Observando esta ecuacion, se deduce que el teorema no se puede aplicar
porque p(t) = — % yqt) =1+ t%, no estan definidas para t = 0. Por lo tanto, no

hay contradiccién en la solucién de dos soluciones pasando por el mismo punto
con la misma pendiente en ese punto.
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PROBLEMAS 1.2

1. Demuestre que x;(t) = 0 y x,(t) = t?sen(t) son soluciones de la ecuacién
diferencial t2x" — 4tx’ + (t? 4+ 6)x = 0 y ademds cumplen las condiciones
x(0) =0y x'(0) =0.

2. Verifique que las funciones y = ¢;e3* + c,e72* es solucién de la ecuacién
diferencial y"" — y' = 6y.

3. Demuestre que la funcién x = sen(2t) + cos(2t) es solucién de la ecuacién
diferencial % +4x = 0.

4. Determine el valor de n de manera y = x™ sea solucién de la ecuacién

diferencial
2Py _ -
2x° 5 —6x—+8y=0.

5. Compruebe que las funciones dadas son soluciones de las ecuaciones
diferenciales indicadas:

a) y=2+Vx?2+1 delaecuacién (1 + x2)y’ + xy = 2x.

b) t=x fot sen(s?)ds de la ecuacién diferencial tx’ = —x + x%sen(t?).

¢) vy =xV1 —x2 dela ecuacién diferencial yy' = x — 2x3.

d) x = tin(t), y = t*(1 + 2In(t)), de la ecuacién diferencial y’In (y:,) = 4x.
e) y =In(e* +c)delaecuacion ey’ = e*.

f) x =t2 —ct dela ecuacién diferencial 2txdx = (t2 + x2)dt.

g) 2cx = c¢? —y? dela ecuacion diferencial y = —2xy’ = y(y")2.

1.4 ELIMINACION DE CONSTANTES ARBITRARIAS

Existe un camino para llegar a las ecuaciones diferenciales que es util para intuir
la clase de soluciones que se esperan. Dada una soluciéon que involucran
constantes arbitrarias, entonces por eliminacién de esas constantes llegaremos a
una ecuacion satisfecha por la relacion original.
Ejemplo 29. Eliminar las constantes arbitrarias ¢ de la relacién y = ke™**.
Solucidn. Ya que tenemos una sola constante k que debe ser eliminada, se obtiene
la derivada,

y = —4(ke™)
que sustituyendo se obtiene la ecuacion diferencial
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Yy +4y =0.m
Ejemplo 30. Eliminar las constantes arbitrarias de y = k;x2 + k,e~
Solucidn: De

2x

y = kix? + kye™%%, (i)

ya que dos constantes deben ser eliminadas, se obtiene las dos derivadas

y’ = 2kyx — 2k,e™%* (ii)

y" =2k, + 4k,e”%*, (iii)
sustituyendo (iii) en (ii), y? +y = 2x + Dkq, ke ™ = y”;—Zkl = % - %
y,,+2y,) 2 Y yeay
2(2x+1) 4 4(2x+1)
ordenando se obtiene la ecuacidn diferencial

(2x2+8x+3)y "+ (4x> —2)y' —4(2x+ 1)y =0.m

Ejemplo 31. Eliminar las constantes arbitrarias k;,k, de la solucién y =
kie™2* + kye3X,
Solucidn. Ya que las dos constantes deben ser eliminadas, calculamos las dos
derivadas,

ahoraen (i) y = (

y = —2k,e”?* + 3k,e3* (i)
y” = 4k,e”?* + 9k,e3* (i)
combinando apropiadamente las tres ecuaciones
—6y = —6k,e™?* — 6k,e3*
—y’ = 2k,e” %% — 3k,e3*
y” = 4k,e”?* + 9k,e3*
se obtiene la ecuacion
y'—y —6y=0.m
Otro método para obtener la ecuacion diferencial de este ejemplo es usando
determinantes, dado que es un sistema con dos incégnitas las constantes
arbitrarias, tienen soluciones si
-y e e
-y’ —2e7% 3e3*[=0
—y"  4e"?X  gg3¥

—2x 3x

debido que e 2%, ¢3* no pueden ser ceros, entonces se reduce a
-y 1 1
-y =2 3| =0 dedondey” —y —6y=0.
-y 4 9

El uso de determinantes puede ser util para la eliminacién de constantes
ki,ks, ..., ky, de una funcién de la forma,
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Ecuaciones dilerenciales ordinarias aplicadas |

y =kie™* + ky,e"* + -+ kpe™¥,
lo cual nos lleva a una ecuacion diferencial lineal de orden n con coeficientes

constantes y homogéneas,
d™y d* 1y d?y dy
aodn+a1 4. +an2d2+an_1a+any=0,

con g; con j € {0,1,2,...,n} son constantes.

dnl

PROBLEMAS 1.3

1. Forme la ecuacion diferencial de las siguientes familias de curvas:
a) x(t) =cit™l 4 cyt72
R t2x" + 4tx' + 2x = 0.
b) x(t) = ¢y + c;In(t).

R.tx" +x"=0.
c) x(t) =ct.
R.tx'+x=0.
d) x(t) = ¢4 cos(2t) + cysen(2t).
R.x" +4x = 0.
e) x?+t?>=c.
R.t+xx' =0.
f) x(t) = c,e?t + c et
R.x" —4x = 0.

g) x =cit+clnt
R. (t? — t?Lnt)x"” + tx' —x = 0.
h) y(x) = c;x + ce?*
R.2x —1)y" —4xy' + 4y = 0.
) xt) = clt + cye”?t,
R. (1+2t) +4t——4x— 0.
) x() = c1t2 +T'
R.t%2x" —2x = 0.
k) x(t) = cit + c,t2.
R.t2x" — 2tx' + 2x = 0.
2. Escribe la ecuacién de todas las rectas no verticales del plano.
R.x=mt+b,x" =0.
3. Hallela ecuacion diferencial que representa a la familia de circunferencias que
tiene su centro en el eje Y.
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Ryy"+(@)*+1=0.
4. Escribe la ecuacion diferencial de todas las parabolas del plano XOY con el eje

vertical.
Ry=ax?+bx+c,a+0,y"=0.

1.5 FAMILIA DE CURVAS

Una relaciéon que contiene un parametro, asi como una o ambas coordenadas de
un punto en un plano, representa una familia de curvas, una curva
correspondiente a cada parametro.

Ejemplo 32. Encuentre la ecuacion diferencial de la familia de parabolas, que
tiene sus vértices en el origen y sus focos sobre el eje X.
Solucion: En general, sabemos que la ecuacion de la pardbola con esta
caracteristica es

vy —k)?=4p(x —h)
donde el vértice es (h, k) = (0,0) es decir la familia de parabolas es y? = 4px.

2
Para eliminar la constante 4p, escribimos y? = 4p luego diferenciamos en ambos
. 2xyy’ —y?
miembros % =0,
con x # 0 se tiene la ecuacién 2xy" —y =0.m
M

Figura 1.2. Familia de parabolas.

Ejemplo 33. Encuentre la ecuacion diferencial de la familia de circunferencias
que tienen sus centros sobre el eje X.
Soluciodn: El centro de la circunferencia es el punto (h, k) = (h, 0) que esta en el

eje X, suradio "r" puede ser de cualquier magnitud, luego la ecuacion es
(x—h)2+y% =12
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que tiene dos parametros h, r que debemos eliminar, diferenciando en ambos
miembros se obtiene

2(x —h)+2y.y"=0,esdecir x —h+y.y" =0,
diferenciando nuevamente, 1 —y".y" 4+ y.y"" = 0, luego la ED buscada es no
lineal

y.y —)*+1=0.

Figura 1.2. Familia de curvas.

PROBLEMAS 1.4

1. Determine la ecuaciéon diferencial que representa la familia de
circunferencias que tiene su centro sobre el eje Y.

Rxy”" —y' = (') =0.

2. Determine la ecuacién diferencial de la familia de parabolas con vértice en
(h, 3) y eje focal paralelo al eje X.

3. Escribe la ecuacion diferencial de todas las circunferencias que pasa por los
puntos (0,0) y (4,0); tiene sus centros en el punto (2, k), k € R.
R.(y2—x2+4x)y' +2(x — 2)y = 0.

4. Halle la ecuacidn diferencial de la familia de rectas que pasa por el origen.

5. Obtener la ecuacion diferencial de todas las circunferencias de radio 4 y su
centro sobrelarectax —y = 0.

R (y—x)?21+ @)% =16(1+y)2

6. Halle la ecuacion diferencial de la familia de elipses que tiene su centro en el
punto (1,1).

7. Determine la ecuacién diferencial de la familia de parabolas que tiene vértice
en origen de coordenadas y eje focal el eje Y.

25



8. Halle la ecuacion diferencial de la familia de rectas que pasa por el punto
(1, -2).

9. Halle la ecuacion diferencial de la familia de rectas que pasa por el punto
(2,¥0) y con angulo de inclinacién a = 60°.

10. Determine la ecuacién diferencial de la familia de elipses cuyo centro es el
punto (0,0).

1.6 CAMPOS INTEGRALES E ISOCLINAS

Sea F(x,y,y) =0 una ecuaciéon diferencial de primer orden que se puede
expresar de la forma

d
—=fy). (1)

Esta funcién asocia a cada punto del plano (x, y) donde esta definida la funcién

f(x,y) el valor y’; que es la pendiente o coeficiente angular de la tangente a la

: A .. d
curva integral en ese punto. Por lo tanto la ecuacién diferencial d—i = f(x,y) se

llama campo de direcciones.

El campo de direcciones se representa como un conjunto de segmentos; cada
uno de ellos pasa por el punto (x,y) y tiene una pendiente y’. Resolver una
ecuacidn diferencial se puede interpretar como calcular una curva cuya tangente
en cada punto tenga la misma direccién que el campo de direcciones en ese punto;
entonces para facilitar este calculo se introducen las is6clinas.

Definicion 1.8. Se denomina isdclina al lugar geométrico de los puntos del plano
en los que las tangentes a las curvas integrales tienen la misma direccidn.

- C o .. d . .
La familia de iséclinas de la ecuaciéon diferencial d—z = f(x,y) estd determinada

por la ecuacion f(x,y) = k, siendo k un parametro real. Dibujando la familia de
isoclinas para valores de k proximos entre si, es posible trazar de forma
aproximada las curvas integrales de la ecuacion diferencial. La iséclina f(x,y) =
0 sefala donde pueden estar situados los puntos maximos y minimos de las curvas
integrales. También se puede calcular el lugar geométrico de los puntos de
daf(x, df (x,

f;xy) + féyy)_y, -0
Una familia uniparamétrica de soluciones de la ecuacion diferencial (1) es,

y =F(x k),

. ./ d? .
inflexidn, para esto hay que calcular &Y 0, es decir
dx?
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donde k es una constante arbitraria o parametro de la familia, de esta manera se

tiene una familia de curvas en plano XY, que se conoce como curvas integrales
(método de Isdclinas).
Ejemplo 34. Obtener la solucion de la ecuacion diferencial de primer orden

dy

— = 3x.
dx

Solucidn. La funcién f(x,y) = 3x representala pendiente en (x,y), Vx € IR.Para
algunos valores de x se tiene,
Six = 0, entonces la pendiente es 0 = m, esdecir 8 = 0, (tanf = 0),

Six = g, entonces la pendiente es 1 = m, es decir 8 = 45°,
Si x= —§, entonces la pendiente es —1=m, es decir 8 = 135°, asi

sucesivamente, siguiendo las tangentes se puede dibujar las curvas, ver grafica.

My

Curvas integrales

v

0 .13 x

1 & Pendiente
1

Figura 1.3: Is6clina y curvas integrales.

El comportamiento de las curvas son las curvas: fy(x) = %xz; filx) = %xz +

1; fo(x) = %xz + 250 fr(x) = %xz + k; donde k es una constante arbitraria o

parametro definidas Vx € R, son soluciones de la ecuacion diferencial, cada una
son curvas integrales.

Observacion. Una solucién en forma cerrada es cuando una solucion explicita f
se expresa como suma finita de funciones elementales conocida.
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Definicion 1.9. Una solucion particular de una ecuacion diferencial es lo que se
obtiene de la solucién general para valores concretos de las constantes
€1,C2,C2) wuv ) Cpy.

Definicion 1.10. Una curva integral es la grafica de una solucion particular de una
ecuacion diferencial.

Definicion 1.11. Una solucién singular es una funcién que satisface la ecuacion
diferencial y que sin embargo no se obtiene de la solucién general para ningin

valor de las constantes.

La envolvente del haz de curvas integrales determinado por las graficas de las
soluciones particulares es una solucién singular.

Definicion 1.12. Resolver o integrar una ecuacién diferencial de orden n supone
calcular la solucién general, si no se han dado condiciones iniciales y cuando estos
se dan entonces hallar la solucion particular que las satisfaga.

Ejemplo 35. La ecuacién diferencial y2(1 + (y")?) = 1 tiene por solucién general
(x + ¢)? + y2 = 1 que representa a una familia de circunferencias con centro en
el eje X y radio uno.

La solucién particular en el punto (0,1) es la que resulta de sustituir ¢ = 0 en
la solucidn general, cuya grafica o curva integral es la circunferencia de radio uno
y centro el origen de coordenadas. La envolvente de la familia de curvas integrales
estd formada por las rectas y = 1 e y = —1. Estas funciones verifican la ecuacion
diferencial y’ = 0 entonces y? = 1. Sin embargo, no se obtienen de la solucién
general por lo que son soluciones singulares.

¥y

1

Figura 1.4: Solucion general y solucién singular.

PROBLEMAS 1.5

Aplicando el método de las isdclinas, trazar las curvas integrales de las ecuaciones
diferenciales siguientes:
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a) y=x+2
] —-X
b) y' =22,
c) y' =5x
d
d) Z=x-y
e) Z—z=1+x
d
) Z=x-2y
dy _ x-2
g8 L=%
, 1
) y=1+y°
. a
) Z=at-yh

1.7 PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES Y
PROBLEMAS EN LA FRONTERA

Para un fendmeno se explique bien mediante una ecuacién diferencial, esta debe
pasar por tener ciertas condiciones; en la mayoria de los casos esta asociado con
el tiempo, de esta manera es comun hablar de un problema de valores iniciales o
bien de un problema de contorno. En el caso de problemas de valores iniciales,
también se conoce como problema de Cauchy.

Definicion 1.13. Sea la ecuacion diferencial

= f(tx) &)
donde f es una funcién continua de t, x en domino D c R? y sea (ty, xo) € D. Un
problema con valores iniciales asociados a (1) consiste en encontrar una soluciéon
¢ de la ecuacion (1) definida en un intervalo real que contenga a ty y cumpla con
la condicién inicial ¢ (ty) = xq.
En el caso de una ecuacion de primer orden, este problema, se denomina
también problema de Cauchy, y se escribe,

dx

—=f(t,x

{w U @)
x(to) = xo

en el caso de una ecuacién escalar de orden n,
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xM™ = f(t,x,x', ..., x@D)
x(to) = xo
¥ (to) = 2, ' (3)
L xD(tg) = xps
la variable independiente podria representar al tiempo t;.

a) Si todas las condiciones suplementarias asociadas a la ecuaciéon (2) hacen
referencia a un valor x, el problema se denomina problema con valor inicial.
b) Silas condiciones hacen referencia a dos valores diferentes de x, el problema
recibe el nombre problema con valor de contorno o frontera.

Definicion 1.4. Un dominio D es un conjunto abierto y conexo
Ejemplo 36. Sea la ecuacién de primer orden

dx
{ i 3t .
x(3) =2
Solucién. Ya vimos que esta ecuacidn tiene una solucidon uniparamétrica a x(t) =
3 t? + k, una familia de parabolas, encontramos k bajo la condicién inicial x(3) =
2, se obtiene k = —4. Por tanto, una solucién al problema de valor inicial es
x(t) =3t —4.m
Ejemplo 37. Resuelva el problema de valor inicial
ax _ _ 2t
{ dt x
x(=1)=2
2
sabiendo que tiene una familia uniparamétrica de soluciones a t? + x? =k.

Solucién. Las curvas integrales son familia de elipses. Describimos una elipse que
pase por el punto del valor inicial (ty, x,) = (—1,2) resulta que k = 3, asi se tiene
2x2+y%2=6.
Ejemplo 38. Sea la ecuacion diferencial de segundo orden

$X b ax =0, x(0) = 2,x'(0) = -3,
tiene como solucion general x(x) = kycos(2t) + k,sen(2t).
Solucion. Esta ecuacion diferencial esta sujeta a las condiciones iniciales

x(0) = 2,x°(0) = -3,
con estas condiciones hallamos el valor de las constantes kq, k.
De
x(t) = kqcos(2t) + kysen(2t),
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y derivando

x"(x) = —2kysen(2t) + 2k, cos(2t).
Aplicamos las condiciones: Si y(0) = 2, se tiene
2 = kycos0 + k,sen0 de donde k; = 2.
Si y’(0) = —3, se tiene
—3 = —2k,sen0 + 2k, cos0

de donde k, = — % Por lo tanto, la solucién es

x(t) = 2 cos(2t) — %sen(Zt).l
Ejemplo 39. Sea la ecuacién diferencial
2

et =0,y =-1ym=3
tiene como solucion general y(x) = kycos(2x) + k,sen(2x).
Solucidn. Esta ecuacion diferencial esta sujeta a condiciones de frontera y(0) =
—1,y’(m) = 3 (distintos valores para la abscisa), bajo estas condiciones hallamos
el valor de las constantes k4, k. De

y(x) = kqicos(2x) + k,sen(2x) y y'(x) = —2k,sen(2x) + 2k, cos(2x).
Aplicamos las condiciones:
Siy(0) = —1, se tiene
—1 = k,cos0 + k,sen0 de donde k; = —1.
Si y’(m) = 3, se tiene
3 = -2k senm + 2k,cosn de donde k, = —2.
Por lo tanto, la solucion es
y(x) = —cos(2x) — %sen(Zx).l

Ejemplo 40. Sea la ecuacion diferencial

a’y _ —3v (%) =_
tiene como solucion general y(x) = kycos(2x) + k,sen(2x).
Solucioén. Esta ecuacion diferencial esta sujeta a condiciones de frontera y(0) =
3,y (%) = —1 (distintos valores de las abscisas), bajo estas condiciones hallamos
el valor de las constantes k4, k,. De

y(x) = kicos(2x) + kysen(2x)

y su derivada

v (x) = =2k sen(2x) + 2k,cos(2x),
aplicamos las condiciones:

Si y(0) = 3, setiene 3 = k;co0s0 + k,sen0 de donde k; = 3.
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Siy’ (g) = —1,setiene —1 = —Zklsen% + 2kzcos§ de donde k; = %,

lo cual es absurdo que dos valores distinto para una misma constante, esto afirma
que no tiene en absoluto solucién, ademas hace ver que se debe tener cuidado con
las condiciones de frontera.m

PROBLEMAS 1.6

2
La ecuaciéon diferencial % +9x =0, x(0) =3,x () = —2, tiene como
solucion general x(t) = kqcos(3t) + kysen(3t). Determine una solucién al
problema de frontera.

2
La ecuacion diferencial de segundo orden% +4x =0, x(0) =2,x°(0) = -3,

tiene como solucién general x(t) = k;cos(2t) + k,sen(2t). Halle una
solucidn al problema de valor inicial.

La ecuacién diferencial x — 9x = 0 sujeta a las condiciones iniciales x(0) =
1, x'(0) = 2, tiene como solucién general x(t) = c;e 3¢ + c,e3t. Determine
una solucién al problema de valor inicial.

La ecuacion diferencial x""' — 4x' = 0 sujeta a las condiciones iniciales x(0) =
0,x'(0) = =1y x"(0) = 1, tiene como solucién general x(t) = ¢; + c,e %t +
cze?t. Determine una solucién al problema de valor inicial.

1.8 EXISTENCIA DE SOLUCIONES

Dada su importancia, en el capitulo 7 estudiamos con mas en detalle el teorema
de existencia y unicidad. Ahora sélo daremos un teorema basico para ir analizando
cuando una ecuacién de primer orden tiene o no soluciones.

Teorema 1.1. (Basico de existencia unicidad) Sea la ecuacién diferencial

d

= =f(t,x) (s)

donde se cumple

i)

o Of(E)
ii) “on

La funcién f(t,x) es continua en (t,x) € D c R2.

es continua en (t,x) € D.

Entonces, existe una solucién unica ¢ de la ecuacion diferencial (s) definida en un
intervalo |t —ty| < ¢, para € suficientemente pequefia, y para (ty,xy) € D
satisface la condicion ¢ (ty) = x,.
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Figura 1.5. La curva pasa por el punto (t,, xg).

Ejemplo 42. Consideremos el problema de valor inicial Z—z =x%2+y2,y(1) =3.

Aplicamos el teorema 1 y comprobamos la hipétesis f(x,y) =x%2+y? y
of (x.y)
ay
y(1) = 3 significa que (1,3) pertenece a algunos de tales dominios D, como se
cumple todas las hipdtesis, por tanto la conclusion es valida; es decir existe una

= 2y son continuas en todo dominio D del plano xy. La condici6n inicial

. P . d . .
solucion ¢ de la ecuacion diferencial d—i = x2 + y? definida en un intervalo

|x — 1] < & entorno de x, = 1 que satisface ¢(1) = 3.
A

b J

Figura 1.6: La curva pasa por el punto (1,3).

Ejemplo 43. Consideremos el problema Zy = % ,y(1) = 3.

X
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3y df(xy) _ 3

Vemos que f(x,y) = % oy —yEson ambas continuas excepto parax = 0 (el

eje y). El cuadrado de lado con centro (1,3) no contiene al eje y, por lo que f yg—f}
satisfacen las hipotesis requeridas en su interior, el cual puede tomarse como

dominio D, luego admite una solucién tunica definida en un intervalo
suficientemente pequefio entrono de x, = 1.

.
3T L3

1

a "
0 1 = *

Figura 1.7: Rectdngulo muy pequefio que contiene a (1, 3).

Ejemplo 44. Consideremos el problema Zy = % ,y(0) = 2.

dx
Vemos que f(x,y) = %, af;’;’y) = % son ambas no continuas en x = 0 (el eje y).

El punto (0,2) ¢ D donde se satisfaga las hipdtesis requeridas, por tanto el
teorema 1 no proporciona informacién, y no podemos afirmar que no posee
solucién alguna.

Ejemplo 45. La funciéon y(x) = x es una solucién del problema con valores
iniciales

y=0-0"+LyQ) =1 (1)
Determine, si es posible, otra solucién y sefiale porqué podria ocurrir.
Soluciodn. La ecuacién (1) no tiene solucidn unica. Analizamos, haciendo el cambio
u(x) = y(x) — x con la condiciéon u(1) = 0, que transforma (1) en
u' =u?3 u(1)=0,
x—1

3
que tiene como solucién u(x) = (T) , de donde resulta que

3
x—1
v =x+ ()
es también solucién del problema (1). Esto muestra que las hipdtesis del Teorema
de Existencia y unicidad de soluciones de problemas con valores iniciales no se

satisfacen. La razon es que la funcion
foy) = -3
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no satisface ninguna condicion de Lipschitz. En efecto, si existiese una constante
M > 0 tal que

lf Co,y) = f(x, 2)| < Mly —z|,
para todo x en un intervalo que contenga a 1, para todo y, z; entonces escogiendo
y=x+2h,z=x+ hconh > 0, se tendrj;

2/3 2/3
ED L
h h

lo que es una contradicciéon pues el miembro izquierdo de la desigualdad crece
indefinidamente si h — 0. Por tanto, f no satisface la condicién de Lipschitz. En el
capitulo 7 veremos mas teoria al respecto.
Ejemplo 46. El siguiente problema de valor inicial

y' =-yy0) =1,
tiene una Unica solucion.
Solucidn. La familia de soluciones, y = ce™, imponiendo la condicién inicial
y(0) =1, ¢c=1. Por lo tanto y =e™*, es decir que de un conjunto de
exponenciales se escoge una curva, la que pasa por el punto (0,1).

Figura 1.8. Curvas de la familia de exponenciales y = ce™*.

El problema de Cauchy
dx
{E ey (1)
x(to) = xo

Es equivalente a la ecuacion integral
t
x(t) = xo + ftof(s,x(s))ds.
Ejemplo 47. Consideremos el problema de valores iniciales
x' =3tx? x(1) = 2.
Integrando en ambos miembros de la ecuacién
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flt dx = flt 3sx2(s)ds,
x(8) = x(1) = [{ 3sx2(s)ds, x(1) = 2,

de donde x(t) = 2 + flt 3sx2(s)ds, es un problema de Cauchy.m
Ejemplo 48. Reciprocamente si
x(t) =1—2e3 — fotesx(s)ds,
es una ecuacion integral, que derivando en ambos miembros respecta a t se

obtiene
a@x _ _
dat
asi tenemos el problema de Cauchy,

% = —6e3 —efx(t),x(0)=—-1.m

El problema (1); (a) puede tener no una solucién, (b) puede tener mas de una
solucidn, (c) puede tener una Unica solucién y ademas si la solucién depende
continuamente de valores iniciales (t,, x;).

6e3t —etx(t),

Ejemplo 49. Sea la ecuacién x’ = tj:—l, x(—1) = 1. se trata de un problema que no
Xo
to+1

tiene solucién. En x(t) = (t+1) al ser x(—1) = 1 se tiene 1 = 0, lo cual es

absurdo.m

Ejemplo 50. Consideremos el problema x’ = 3x2/3, x(0) = 0. La ecuacién tiene
como solucién evidente x(t) = 0. Sin embargo x(t) = (t — k)3 debe satisfacer
x(0) = 0, entonces k = 0, luego x(t) = t> también satisface el problema. Por
tanto este problema tiene dos soluciones: x(t) =0 y x(t) = t3.m

X

=3

Figura 1.9. Problema con dos soluciones x = t3, x = 0.

Ejemplo 51. Sea el problema x’ = 3t%/3, x(t,) = 0. La solucién es x(t) = (t — k)3
es solucién, entonces si definimos como
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Ecuaciones dilerenciales ordinarias aplicadas |

(t—k)?® sit>k
Xee(t) =50 sic<tt<k,
(t—c)® sit<c
se ve que x.(t) es solucion del problema dado, lo cual es problema bien formado
y existe una tnica solucion.m

PROBLEMAS 1.7

1. Determine una region del plano XY en el cual la ecuacién diferencial dada
tenga una solucién tnica para cada punto (xy, y,) de la region.

dy
a) == 4y2/3,

dy
b) == 6.,/xy.
) Q—2y+5x.

dx
d) (4-y»y' =x*
’ y?
e) V' =255
dy _ xty
f) dx  y-x

y
g) ¥ =(x—2)exz
ay _ .2
h) e cos(y).
2. Dado el problema de valor inicial 3—2; = 4y3/% y(1) = 0. Demuestre si existe

una solucién en algin intervalo |x — 1| < ¢, entorno de x, = 1.

K%k
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CAPITULO | 2
ECUACIONES ESCALARES DE PRIMER ORDEN

2.1 INTRODUCCION

Estudiamos técnicas para resolver ecuaciones de primer orden. La busqueda del
factor integrante se hace importante para transformar ecuaciones de primer
orden y exactas, técnicas que recibe el nombre “de cuadraturas”. Muchas técnicas
tienen que ver con cambio de variables, los fundamentos lo veremos mas adelante.
Existe una infinidad de ecuaciones que no pueden resolverse por cuadraturas, de
manera que obliga a pensar en otros métodos, asi como la motivacion al estudio
de técnicas cualitativas y numéricas.

Las ecuaciones de primer orden se escriben de dos formas:
a) Enlaformade derivada: Z—z =f(x,y),y
b) En laforma diferencial: M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

Es sencillo expresar de la forma diferencial a la forma de derivadas y viceversa.

2.2. ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS

Definicién 2.1. Sea F: D ¢ R? - R una funcién escalar, la gradiente de F es la
funcién vectorial VF: D ¢ R? - R? dada por

of > Of »
VF(x,y)=é1+£].

Ejemplo 1. El gradiente de la funcién F(x,y) = 3xy* + 2x2y% + y es

VF(x,y) = By* + 4xy?)T+ (12xy3 + 4x%y + 1)].
Definiciéon 2.2. Sea f: U c R? - R? una funcién vectorial, se dice que f es un
campo vectorial conservativo si existe una funcién escalar F: D ¢ R? - R tal que
VF = f.En este caso a la funcidn escalar F se denomina funcién potencial.
Definicion 2.3. Sea F una funcidn de dos variables que posee derivadas parciales
primeras continuas en un dominio D. La diferencial total dF de la funcién F es

dF(x,y) = %dx +%’;’y)dy, V(x,y) € D.

Definicion 2.4. A la expresion de la forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy
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se llama diferencial exacta en un dominio D, si existe una funcién F de dos
variables reales tal que d(F(x,y)) = M(x,y)dx + N(x,y)dy. Es decir que la
funcién F cumple

IF(xy)
0 MYy

aF(”)—N(M)V(xy)ED

Si M(x,y)dx + N(x, y)dy es una diferencial exacta, la ecuacion diferencial,
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0,
se llama ecuacion diferencial exacta.
Teorema 2.1. Consideremos la ecuacién
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (a1)
donde M(x,y) y N(x, y) son funciones de clase C! en (x,y) € D. La ecuacién (a;)

esexactaen D
OM(x,y) _ ON(x,y)
ay ax
Demostracion. i) (=) Si la ecuacion (a,) es exacta en D, se verifica que
M(x,y)dx + N(x,y)dy
es una diferencial exacta en D, luego por definiciéon de diferencial exacta, existe
una funcién F que cumple:

TN = M(xy) y TR = N(xy) V(xy) €D,

,V(x,y) €D.

derivando,
9%F(xy) _ OM(xy) _ 9%F(xy) _ OM(x,y)

0yox dy dxdy dx
ahora por la continuidad de las derivadas parciales de M(x,y) y N(x,y) al ser de

clase C! obtenemos que

0’F(xy) _ 9°F(xy) M(xy) _ 6N(x y)
Gyon = oxdy entonces 3y
ii) (&) Consideramos el hecho de que
OM(xy) _ ON(xy)
ay YY"
para demostrar que M(x, y)dx + N(x,y)dy = 0 es una ecuacion exacta en D. Esto
es que existe una funcién F que satisface,

V(x,y) €D.

V(x,y) €D,

TN = M(x,y), VEy)ED (a2
TN =Ny, YxyED  (a)

supongamos que se puede encontrar una funcién apropiada F(x,y) que cumpla
ya sea (@) 6 (a3). Ahora supongamos que F(x, y) satisface (a,). Entonces,

F(x,y) = [ M(x,y)0x + ¢(¥) (aq)
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donde [ M(x,y)dx sefiala una integracién parcial con respecto de x, manteniendo
"y" constante y ¢ (y) es una funcién cualquiera que depende solamente de y. La
funcion ¢ (y) tiene que ser apropiada de manera que F(x,y) sean todas soluciones

de (a4). Ahora diferenciamos parcialmente (a3) respecto a y se obtiene,

OF(xy) _ 0 do(y)
D) = & MCx,y)ox + 252 (as)
puesto que (a,) satisface (as) se obtiene,
2 d
NGxy) = 5 (f M(x,y)ox + <52 (ae)

de() _ 0
de donde o = N(x,y) % (f M(x,y)ox

. - d .
como @(y) es una funciéon de Unicamente de y, entonces % tiene que ser

independiente de x. Es decir que (ag) sera cierto si,
N(x,y) — aa—y(f M(x,y)0x es independiente de x. Entonces serd suficiente
probar,
a ]
a[N(x,y) - a(fM(x,y)ax] =0.
En efecto,
9 9 _ON@xy) = 0*
Z|NGoy) = (M y)ox] = ZER - ([ M(x,3)0%) (@)
ahora como ha de satisfacer (a,) y (a3) se obtiene
_ 0*F(xy) _ 8*F(xy) _
axany(x y)ox =

0xdy - dyox ayax
sustituyendo en (ag)

_ OM(xy)
fM(x y)0x T’

el = 55 ([ mee)or] = 25 [ o)

_ON(x,y) oM(x,y)
- ox dy

aN;);,y) aM(xy) V(x }’) eD.

Esto permite escribir ¢ como,
IM(xy)
o) = [ [NGy) - [ 22 ox] dy,

reemplazando ¢(y) en la ecuacion (ay),

pues por hipotesis

F(x,y)=fM(x,y)6x+f[N(x,y)—fwa ]d

lo cual satisface (a;) y (a3) V(x,y) €D. Por lo tanto la ED M(x,y)dx +
N(x,y)dy = 0 es exactaen D.
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Teorema 2.2. Si la ecuacion M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 satisface las condiciones
de diferenciabilidad y es exacta en un dominio D, entonces la ecuacién diferencial
tiene una familia uniparamétrica de soluciones que se escribe F(x,y) = ¢, donde
¢ es una constante arbitraria.

Demostracion. Comprobemos que F(x,y =c es soluciéon de la ecuacion,
asumiendo que y es funcion de x, derivamos implicitamente

dF(x,y) |, OF(X,y) s _
ot oy F'(x,y) =0,

como F(x,y) es una funcion potencial del campo vectorial f(x,y), entonces

A (xy) _ Of (xy) _
o~ MEY)y=2==Nxy)

de donde
M(x,y) + N(x,y) Z =0,
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0.m
Ejemplo 2. Sea F una funcién de dos variables reales definida por
F(x,y) = x?y® + 3x°y, V(x,y) € R2
Encuentre una expresion para la diferencial total de F.

Solucion. Tenemos,

—aF;’;'y) = 2xy3 + 15xty, 2D — 35292 4 345,

oy

y la diferencial total es

d(f(x,y) = (2xy® + 15x*y)dx + (3x2y? + 3x%)dy, V(x,y) € R2
Ejemplo 3. Justifique si la ecuacién diferencial 2x?y*dx + 4x?y3dy = 0 es una
ecuacion diferencial exacta.
Solucién. Es una ecuacién exacta, pues la expresion 2xy*dx + 4x2y3dy es una
diferencial exacta, ya que es la diferencial total de la funcién F(x,y) = x2y*,
V(x,y) € R2
Ejemplo 4. Verifique si la ecuacion (x + y3)dx + (3xy? + y?)dy = 0 es exacta.
Solucidn. Aplicamos el teorema 2.1. Tenemos que verificar, si M (x,y) = (x + y3)
yN(x,y) = 3xy? +y2,

OMxy) _ 3,2 — INEY)
dy ox

En consecuencia la ecuacion diferencial es exacta en todo dominio D.
Ejemplo 5. Verifique si la ecuacion (x + y)dx + (y — x2)dy = 0 es exacta.
Solucién. En esta ecuacion se tiene M(x,y) = x + y, N(x,y) = y — x?, hallamos

las derivadas parciales para aplicar el teorema 2.1,
IMxy) _ 4 + —2x = 6N(x,y)’
ay dx
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1
en general no es exacta, salvo en que x = — b

Ejemplo 6. Resuelve la ecuacion (e*cosy + 4x)dx + (—e*seny)dy = 0.
Solucién. Primero verificamos la exactitud. Tenemos que M (x, y) = e*cosy + 4x,
N(x,y) = —e*seny donde
oM(x,y) _
ay -

—e*seny = %, V(x,y) € IR?.

Por lo tanto, la ecuacién diferencial es exacta.
Ahora buscamos F (x,y) que cumpla las condiciones,

_ap;;;,y) =e*cosy +4x = M(x,y) ()

%’;’y) = —e*seny = N(x,y). (2)
De la ecuacion (1) se tiene F(x,y) = [(e*cosy + 4x)0x + ¢ (y)

F(x,y) = e*cosy + 2x? + @(y) (3)
ahora derivando respecto de y,

aF (x, ,

o = —e*seny + (), (4)

sustituyendo (2) en (4) —e*seny = —e*seny + ¢’(y) de donde ¢’(y) = 0 es decir
@(y) = ¢y, con ¢y una constante arbitraria; luego una solucion uniparameétrica es
F(x,y) = c, esdecir ¢ = e*cosy + 2x? + ¢,. Por tanto e*cosy + 2x? = k, donde
k=c—cy.m
Ejemplo 7. Halle el espacio de soluciones de la ecuacidon diferencial

(e*cosy + 4x + 1)dx + (=2 — e*seny)dy = 0.
Solucién. Tenemos M(x,y) =e*cosy +4x+1, N(x,y) =-2—e*seny, y
verificamos si la ecuacion es exacta,

%;’y) = —e*seny = %,
en efecto es exacta, entonces se puede encontrar una funcion F (x, y) que satisface,
% =e*cosy +4x +1 (D)
6%};,}1) = —2 —e*seny (2)
de la ecuacion (2) se tiene, F(x,y) = [(—2 — e*seny) dy + P (x), es decir
F(x,y) = =2y + e*cosy + Y(x), (3)
derivando respecto a x, % = —e*seny + 1’(x), igualando con (1) se obtiene,

Y(x)=4x+1
de donde (x) = 2x? + x que reemplazando en (3) se obtiene la solucién,
e*cosy + 2x% + x — 2y = ¢, con c constante arbitraria. m
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Ejemplo 8. Halle el espacio de soluciones de la ecuacién diferencial

2xydx + (x2 — 1)dy = 0.
Solucién. Tenemos M(x,y) = 2xy, N(x,y) = x? — 1, y verificamos si la ecuacién
es exacta,

IM(x,y) — oy _ ONxy)
dy ox ’
en efecto es exacta, entonces se puede encontrar una funcién F(x, y) que satisface,
OF (x,y)
o= 2xy ()
OFxy) _ 2 _
oxi-1 (2
de la ecuacion (2) se tiene, F(x,y) = [(x%? — 1) dy + ¥ (x), es decir
Fx,y) =x*y =y +¥(x), (3)
derivando respecto a x,
FED = 23y + 9 (),
igualando con (1) se obtiene,
Y (x)=0
de donde ¥ (x) = k que reemplazando en (3) se obtiene la solucidn,
x’y—y=c

con ¢ constante arbitraria. m
Ejemplo 9. Resuelva el problema de valor inicial
(cos(x) sen(x) — xy?)dx + y(1 — x?)dy = 0, sabiendo que y(0) = 2.
Solucion. Tenemos
M(x,y) = cos(x) sen(x) — xy? N(x,y) = y(1 — x?),
y verificamos si la ecuacion es exacta,

oM(x,y) _ _ __ ON(x,y)
ay 2xy = ax '
en efecto es exacta, entonces se puede encontrar una funcion F(x, y) que satisface,
ap;a;y) = cos(x) sen(x) — xy? (D)
TN = y(1-x?) (2)
de la ecuacién (2) se tlene, F(x,y) = [(y(1 — x?) dy + P(x), es decir
1 1
Flo,y) =2y —sx*y2 +9(x), (3)
derivando respecto a x,
OFxy) _ 2 ,
D) = —xy? + 9 (),

igualando con (1) se obtiene,
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P’(x) = cos(x) sen(x)

de donde Y (x) = %senzx que reemplazando en (3) se obtiene la solucién,

y? —x%y? +sen®x =c
con ¢ constante arbitraria, como y(0) = 2 entonces ¢ = 4. Por tanto,
y2—x?y?+sen’x =4.m

Ejemplo 10. Resolver el problema de valor inicial

(e?Y — ycos(xy))dx + (2xe?¥ — xcos(xy) + 2y)dy = 0,
sabiendo que y(0) = 2.
Solucion. Tenemos

M(x,y) = e?’ —ycos(xy), N(x,y) = 2xe?Y — xcos(xy) + 2y,

y verificamos si la ecuacion es exacta,

OM®Y) _ 5,2y _ _ ON@xY)
By 2e cos(xy) + xysen(xy) = p
en efecto es exacta, entonces se puede encontrar una funcion F(x, y) que satisface,
T = e — yeos(xy) (1)
%’;’y) = 2xe?Y — xcos(xy) + 2y (2)

de la ecuacion (2) se tiene,
F(x,y) = [(2xe? — xcos(xy) + 2y) 0y + P (x), es decir
F(x,y) = xe? —sen(xy) +y* + ¥(x), (3)
derivando respecto a x,

2O = 627 — yeos(ay) + P ()

igualando con (1) se obtiene,
P (x)=0
de donde ¥ (x) = k que reemplazando en (3) se obtiene la solucidn,
xe? —sen(xy) +y? =c,
con ¢ constante arbitraria, como y(0) = 2 entonces ¢ = 4. Por tanto,
xe? —sen(xy) +y*=4.m
Ejemplo 11. Resolver el problema de valor inicial,
(6tcosy — 12ty*)dt + (—3t2seny — 24t?y3 + 2)dy, y(0) = 1.
Solucién. Justificamos que la ecuacion es exacta, sea
M(t,y) = 6tcosy — 12ty* y N(t,y) = —3t?seny — 24t%y3 + 2,
es exacta, se cumple

oM(ty) _
ady -

—6tseny — 48ty3 = %

en todo (t,y) € D.
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Buscamos F (t,y) que satisface,

P = 6tcosy — 12ty* = M(t,y) 1)
6%;31) = —3t2seny — 24t%y3 + 2 = N(t,y) (2)

entonces de (2) tenemos
F(t,y) = [(—3t%seny — 24t%y3 + 2)dy + P(b),

F(t,y) = 3t%cosy — 6t2y* + 2y + (t) 3)
derivando parcialmente respecto de t obtenemos,
0F (t,y)

Framke 6tcosy — 12ty* +’(t)

igualando a (1) resulta de inmediato que Y’(t) =0, entonces Y(t) = cy,
sustituyendo en (3) se obtiene
F(t,y) = 3t%cosy — 6t%y* + 2y + ¢,
en consecuencia una familia uniparamétrica de soluciones es F(t,y) = ¢y, es
decir,
3t%cosy — 6t2y* + 2y =¢, ¢ =c¢; — c,.
Aplicando la condicién inicial y(0) =1 se encuentra ¢ = 2. Por lo tanto, la
solucidn al problema de valor inicial es
3t%cosy —6t?y*+2y =2.m
Ejemplo 12. Sea la ecuacién
4x?ydx = (=y? = 3x?q(x))dy,
obtener una funcién q(x) de manera que la ecuacién sea exacta.
Solucién. La ecuacidn se escribe
4x2ydx + (y? + 3x%q(x))dy = 0,
para que sea exacta debe cumplir,
7o (4x%y) = 4x? = 6xq(x) +3x%q'(x) = 5- (v2 + 3x2 (),
es decir q” + %q = gque es lineal, cuya solucién es

4
qg(x) = ;x+§. [ |

PROBLEMAS 2.1

1. Determine la solucion general de las ecuaciones diferenciales:
a) (3 +xyHdx =—-(y3+ x%y)dy,
R.x* + 2x2y? + y* = c.
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5 3

b) (2—;+y)dx+ (3—;+x)dy =0.

¢) (1+t?)dx + 2txdt = ctg(t)dt.
R. cos(t) + ce*(1+)gen(t) = 1.

d) (x?t+5)dt+ (xt>?—2)dx =0
R.t2x? + 10t — 4x = k.
dx sen2t—tanx

©) & T tsecix

f) y(x?+2y?)y +x(2x?+y?) =0.
R.x*+x%y2+y*=c.

g) (senx + cosy)dx = (xsenx —y)dy,
R. xcosy — cosx + y; =c.

h) eYdx— (Qy+xe™)dy =0.

i) (sen(t)sen(x) —te*)dx = (e* + cos(t)cos(x))dt.
R. te* + sen(t) cos(x) = k.

) 2’;32’—;?@1 +In(y?2+1)dx =0,
R (x—Din(y?+1)=c.

K) (4tx3 + 3x2% + 1)dt + (6t%x% + 6xt)dx = 0.
R 2t2x3 +3tx? +t =c.

I) (3x? + 6xy?)dx = (—6x2y — 4y3dy),
R.x3 + 3x2y?2 + y* =c.

m) (y?+x%+2x) +2yxy =0,
R. xy? +§+x2 =c.

n) [% sen (g) - % cos (%) + 1] dx + E cos (%) - 3%sen (i) + 3%] dy
R.sen(%)—cos(§)+x—§= c.

Resuelve el problema de valor inicial.

a) (Bt2x +eX)dt + (t3 + te* — 2x)dx = 0.

b) (x* +xy?)dx = —(y* + x?y)dy,
R.x* + 2x2y%2 + y* =c.

c) (2tx —3)dt + (t? + 4x)dx = 0,x(1) = 2.
R.t2x—3t+2x%2=7.

a) (i;zx) dt + (xi;t) dx = 0; x(—1) = 2.

R. —3x + 2t + x% = 2tx.
b) (xln(x) — e*)dt + G + tln(x)) dx = 0.
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c) x(t?+2x»)x +t(2t? +x?) =0;x(1) = 1.
R.t2x2 + x* +t* = 3.
d) y(x?—-2y?)y +x(2x?> +y?) =0,y(0) = 1.
R.x%y? —x* —2y3 = -2.
3. Determine el valor de m para la ecuacién (t? + 3tx)dt + (mt? + 4x)dx = 0
sea exacta. Resuelve le ecuacidn.
R.m = 3/2.
4. Determine el valor o valores de m de forma que la ecuacién diferencial
(2t — xsen(tx) + mx*)dt — (20m?tx3 + tsen(tx))dx = 0.
1

Rm=0m=—-—-.
5

5. Determine una funcién M(x,y) de manera que la ecuacién diferencial
M(x,y)dx + (xe"y + 2xy + i) dy = 0 sea exacta.
R.M(x,y) = ye*¥ + y? —;—2+ c.

6. Determine una funcién N(t,x) de manera que la ecuacion diferencial

< % + t2t+ >dt + N(t,x)dx = 0 sea exacta.
X
7. Dada la ecuacion (ax + by)dx + (rx + sy)dy = 0, determinar la condicion
que cumple a, b,r, s de modo que esta ecuacion sea exacta.
Rb=r.
8. En la ecuacién diferencial (t7?x~2 + tx~3)dt + N(t,x)dx = 0, determine la
funcién mas general N(¢t, x) de modo que la ecuacién dada sea exacta.

R N(t,x) = 2t71x73 —gtzx‘4 +c.

2.3 FACTORES INTEGRANTES Y ECUACIONES REDUCTIBLES A
DIFERENCIALES EXACTAS

OM(xy) _, ON(xY)
ady ox

diferencial dada no es exacta, en este caso buscamos otros métodos para
transformar a ecuaciones exactas. Las ecuaciones diferenciales exactas son
relativamente inestables, la exactitud exige un balance en la forma de la ecuacién
diferencial, balance que se destruye bajo pequefias modificaciones. Estudiaremos
bajo qué condiciones existe esa tal funciéon llamada factor integrante. La
multiplicacién de una ecuacién diferencial por un factor integrante puede dar
lugar a la apariciéon de una o mas soluciones de la ecuacién transformada, la
pérdida de una o mas soluciones de la ecuacién original, también puede ser ambas.

Esta claro si en el teorema 2.1 se tiene , entonces la ecuacién
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Por tanto, siempre que se use factor integrante se debe comprobar se hemos
perdido o ganado soluciones.
Ejemplo 13. La ecuacion diferencial

4x?
2y — 6x)dx + 3x—7 dy=20

no es exacta. Sin embargo al multiplicarla por u(x,y) = xy? obtenemos la
ecuacion

(2xy3 — 6x2y?)dx + (3x%y% — 4x3y)dy = 0,
Lo cual es exacta, entonces aqui u(x,y) = xy? es un factor integrante de la
ecuacion diferencial dada. m
Es comprensible la pregunta, ;Cémo encontrar un factor integrante? Vamos a
tratar de explorar un poco, buscar algun criterio para hallar algunos.
Definicion 2.5. Si la ecuacidn diferencial
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0, (D
no es exacta en un dominio D, pero sin embargo la ecuacion
16, y)M(x, y)dx + p(x, y)N(x,y)dy = 0
es exacta en D; entonces u(x,y) recibe el nombre de factor integrante de la
ecuacidn diferencial (1).
Teorema 2.3. Dada una ecuacion diferencial no exacta,
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. (@)
Mxy)

ON(x, fs i0
;xy)] depende tnicamente de x, entonces la funcién

(x) = {f 1 10M(x,y) 6N(x,y)]d }
ux) = exp N(x,y) dy dx x
es un factor integrante de la ecuacién ().
) Si 1 [6N(x,y) _ oM (x,y)
1 ! M(x,y) ox dy

i) Si N(xy) [

] depende de y tinicamente, entonces la funciéon

ON(x,y) OM(x,y)
@) = exp {f M(x,y) 0x dy y}
es un factor integrante de la ecuacién ().
Demostracion. Si u(x,y)M(x,y)dx + u(x,y)N(x,y)dy =0 es exacta en D,
debera satisfacer,

5 G MG )] = 7 [u( NG )],
Entonces

oM (x F] AN(x, aulx,
e y) T 4 M () 2 = (o, ) T 4 N () 2

48



ou(x, 9 ON oM (x,
M(x’y)M_ N(x, ) ﬂ( ) — M( )[ xy) (xy)]. 0

dy ay
Es claro que si en la expresion (1) no imponemos cierta condicién sera dificil
de resolver, dos casos aqui, si u(x,y) = u(x) depende de x inicamente resulta,
—N(x, y) 2450 6u(xy) = u(x )[BN(xy) 6Ma(;,y)
u (x) 1 oM (x,y) _ IN(x,y)
f u(x) fN(x,y) [ dy ox ] dx

)

de donde

pu(x) = exp {f N(;J’) [aMa(;’y) - aN;iy)] dx}'

es un factor integrante de la ED (a).
Ahora si en la expresion (1) u(x,y) = u(y) depende de y inicamente resulta,

a ON oM (x,
M(x y) #(xJ/) — ﬂ(y)[ (Xy) ()

ay
IN(xy) OM(x.y)
dp = fM(xy)[ ox  dy ]dy,
Luego
_ 1 [ON(xY) 6M(x ¥)
Il(}/) = exp {f M(x,y)[ dx ]d }

es un factor integrante de la ecuacidn diferencia (a).l
Teorema 2.4. Dada una ecuacion diferencial no exacta,

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. B
. . 1 ON(x,y) _ IM(x,y) .o 2 _ .2
(i) Si AN tay [ o 3y ] depende Unicamente de y* — x“, entonces la
funcién

2 _ .2) — 1 ON(xy) OM(x,y)
H(y x ) = exXp {f 2xN+2yM[ dx dy ]dz}

es un factor integrante de la ecuacién (@), siendo z = y? — x2.

y .1 [oN(x, aM(x, o
(ii) Si Pava— ;iy) — a(iy)] depende de x + y? Gnicamente, entonces la
funcion

1 ON(x, oM (x,
ne+y?) = e {f o [0 - =55 dz)

es un factor integrante de la ecuacién (@), siendoz = x + y2.

. 1 aN(x, aM(x, -
(iii)  Si [ (xy) _ oM y)] depende de x? + y? inicamente, entonces la
2yM—-2xN 0x oy

funcion
, N 1 IN(xy)  OM(x,y)
u(x* +y*) =exp {f zym—sz[ ax oy

la ecuacién (a), siendoz = x? + y2.

]dz} es un factor integrante de
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Demostracion. i) Si u(x,y)M(x,y)dx + u(x,y)N(x,y)dy = 0 es diferencial
exacta en D, siy soélo si,

d 9
3y R YIM Qe y)] = = [u(x, )N (x, y)].

Entonces, si u(z) depende exclusivamente de z = y? — x?; derivando se obtiene

0 9
2y (2)M(x,y) + u(z) @M (x,y) = —2xu'(2)N(x,y) + u(z) aN xy)

W) NE—MEy)
u(z) - 2xXN+2yM
depende sélo de z = y2 — x2. Por lo tanto, existe un factor integrante y es

de donde

depende tUnicamente de y? —x?, es decir

a a
NV =5 M(xy)

u@ =exp|f T dz|.m

i) Si u(x, y)M(x,y)dx + u(x,y)N(x,y)dy = 0 es diferencial exacta en D, siy sélo
si,
:—y[u(x. YIM(x,y)] = :—x[u(x, YIN(x, y)].
Entonces, si u(z) depende exclusivamente de z = x + y?; derivando se obtiene
2yi (DM (x,Y) + 1(@) 5 M(x,Y) = W @ONCY) +p@) LN ()

de donde

W) e MEy)

u(z) 2yM-N
depende Unicamente de x + y?, es decir depende sélo de z = x + y2. Por lo tanto
existe un factor integrante y es

)

) 2
N V) =5 M(xy)

u@ =exp|f T dz|.m

iii) Si pu(x, y)M(x, y)dx + u(x, y)N(x,y)dy = 0 es diferencial exactaen D, siy s6lo
si,

] d
oy [ YIM Qe y)] = = [u(x )N (2, y)]
Entonces, si (z) depende exclusivamente de z = x? + y?; derivando se obtiene
. ] , i
2yw' ()M, y) + u(2) 7 M(x y) = 200 (2N (x,y) + u(2) 5. N(x, y)
de donde
Wz %N(x,y)—:—yM(x,y)
u(z) - 2yM—-2xN
depende tinicamente de x? + y?, es decir depende sélo de z = x? + y2. Por lo
tanto, existe un factor integrante y es

)
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D NGy —2M(x,)
u(z) = exp [f Ox 0y dz|.m

2yM—-2xN
Ejemplo 14. Resuelva (5tx + 4x? + 1)dt + (¢ + 2tx)dx = 0.
Solucioén. Se puede verificar que la ecuaciéon dada no es exacta, entonces se busca

un factor integrante. Tenemos que M (t, x) = 5tx + 4x% + 1, N(t,x) = t? + 2tx.

1 [aM(tx) ON(tx)] _ 1 o _ 3(t+2x) _ 3
N(t,x)[ dx ot ] [5¢ +8x — 2t — 2x] = t(t+2x)  t

T ot242tx
depende Unicamente de t, luego tiene un factor integrante de la forma,
u(t) = exp {f%dt} =13, t>0,

asi la ecuacion exacta queda

(5t*x + 4t3x? + 3)dt + (t° + 2t*x)dx = 0,
Luego, la solucién uniparamétrica es 4t°x + 4t*x? + t* = c m.
Ejemplo 15. Resuelva (2x + tany)dx + (—x + x%tany)dy = 0.
Solucidn. Esta ecuacion no es exacta, de manera hallamos un factor integrante.
De M(x,y) = 2x + tany y N(x,y) = —x + x%tany

OM(xy) _ 2 _ _ ON(xY)
oy secy # 1 — 2xtany = o
Buscamos un factor integrante de la forma,
1 ON(xy) oMy _ 1 _ _ 2.1 — _
M(x,y)[ dax dy ] T 2x+tany [1 Zxtany — sec y] = —tany = ’u(y)'

depende unicamente de y, entonces un factor integrante es

pw(y) = exp{f (—tany)dy} = exp(Ln|cosy|) = cosy, si cosy > 0.

Asi la ecuacion inicial queda
(2xcosy + cosy.tany)dx + (—xcosy + x?cosy.tany)dy = 0
también se puede escribir,
(2xcosy + seny)dx + (xcosy — x?seny)dy = 0,
como la ecuacién es exacta, entonces una funcién F tal que cumple,
OF (x,y)

Py 2xcosy + seny (1)
%);y) = xcosy — x?seny, (2)
de (1) se tiene F(x,y) = [(2xcosy + seny)dx + ¢(y),
F(x,y) = x*cosy + xseny + ¢(y) (3)
derivando parcialmente respecto de
a%’;y) = xcosy — x%seny + ¢’(y),

que comparado con (2) resulta ¢’(y) = 0, entonces @(y) = k con k constante,
luego en (3) queda,
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F(x,y) = x%cosy + xseny + k = c.

Por tanto, la solucién uniparamétrica es,

x%cosy + xseny = ¢;,donde ¢; = ¢ — k es constante. m
Ejemplo 16. Resuelva la ecuacién (3y + 4ty?)dt + 2tdy = —3t?ydy, buscando
un factor integrante de la forma u(t, y) = tPy4.
Solucidn. La ecuacioén se escribe (3y + 4ty?)dt + (2t — —3t?y)dy = 0y se puede
comprobar que no es exacta. Entonces si u(t,y) = tPy? es un factor integrante,
entonces la ecuacion escrita como,

(3tPya*t + 4¢PH1lya*+2)dt + (2tP*1yd — —3tP*+2yat)dy = 0

es exacta, entonces debe satisfacer la condicién de

aa_y(3tpyq+1 + 4¢P H1ya+2) = %(th+1yq — —3¢P+2ya+1),

es decir 3(q + 1)tPy? + 4(q + 2)tPt1ya*t = 2(q + DtPy9 + 3(p + 2)tPT1yatl

3+ =2(p+1)y 4(q+2)=3(p+2),
resolviendo el sistema resulta g =1 y p = 2, luego el factor integrante es
u(t,y) = t?y yla ecuacién exacta se escribe,

(3t2y? + 4t3y3)dt + (2t3y + 3t*y?)dy = 0,
cuya solucién uniparamétrica es t3y? + t*y3 = c. m
Ejemplo 17. Halle la solucién general de la ecuacion

6xydx = (—4y — 9x?)dy.
Solucioén. Escribiendo como,
6xydx + (4y + 9x?)dy = 0, @)}

tenemos M (x,y) = 6xy, N(x,y) = 4y + 9x? , verificamos que no es exacta, pues,

OM(x.y) = 6x, 0N(xY)_18x
ady ox

Entonces buscamos un factor integrante; analizamos la expresién

1 JoN(xy) 6M(xy) _ —
M(x,y)[ dx ]_ (18x 6x))

es funcion dnicamente de y, entonces la ED (1) tiene un factor 1ntegrante
2
u(y) = exp (f;dy) = exp(iny?) = y?,

multiplicando la ecuacién (1) por u(y) = y? se obtiene,

6xy3dx + (4y3 + 9x%y?)dy = 0, (2)
como la ecuacion (2) es exacta, entonces existe una funcién F(x, y) que cumple,
OF(x,y) _ 3
e = 6xy (3)
6F(x y)
3y = 4y3 + 9x?%y (4)

de (4) se tiene F(x,y) = [(4y3 + 9x2y?)dy + P (x)
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Feo,y) =y*+3x2y° +9p()  (5)
ahora derivando parcialmente respecto a x,

IR = 6xy® + ' (x) (6)

comparando (6) con (3) se obtiene 1)’(x) = 0, de donde Y (x) = ¢4, por lo tanto en
(5) la solucién uniparmétrica es,
c=y*+3x%y3+ ¢,

esdeciry* + 3x2y3 =k, conk=c—c;. m
Ejemplo 18. Halle un factor integrante de la ecuacién diferencial,

(x%2 +y% + 1)dx — 2xydy = 0.
Solucién. Sea M(x,y) = x? + y? + 1; N(x,y) = —2xy, la ecuacién no es exacta, se
ve que

d a
oy MG y) =2y # =2y = =N(xy).
Buscamos un factor integrante, probamos con la expresidn,

] ]
2xN+2yM T 2x(—2xy)+2y(x2+y2+1) y2—x2+1 y
que depende de y? — x2. Por lo tanto, hay un factor integrante,

u(z) = exp [ﬁ dz] = (1+2)2,

__r

(yz_x2+1)2 '

Problema 1. Se considera la ecuacién diferencial M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.
Determinar la relaciéon que debe cumplir para que la ecuacion diferencial tenga un
factor integrante u = u(y? — x2) que depende de y? — x2.

Solucion. La ecuacion uM (x, y)dx + uN(x,y)dy = 0 es diferencial exacta siy solo
si

siendo u =

O(uM(x,y)) _ 0(uN(x.y))
ay o ax

Entonces u = pu(z) depende sélo de z = y2 — x2, se cumple
oM
W (2)2yM(x,y) + u(2) P22 =

ON(xy) 0M(xy)

de donde ”((Z)) ZxN(ixszyz;’(x 5= = f(y? — x?) ha de ser funcién de y? — x? =

Por tanto, un factor integrante es u(z) = exp(f f(z)dz).m
Problema 2. Se considera la ecuacién diferencial M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.
Determinar la relacion que debe cumplir para que la ecuacién diferencial tenga un
factor integrante u = u(y? + x?) que depende de y? + x2.

)

—2xi (2N (x, y) + p(z) 22,
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Solucidn. La ecuacion uM (x, y)dx + uN(x,y)dy = 0 es diferencial exacta siy s6lo
si

O(uM(x,y)) _ O(uN(x,y))
dy ox '

entonces u = p(z) depende sélo de z = y? + x2, se cumple

d
W (2)2yM(x,y) + p(z) 2852 M("” = ' (2)2xN (x, y) + pu(z) &Y
ON(x,y) _9M(xy)

de donde ”((Z)) ZyM?:y) Zxal\Jll(x = = f(y? + x?) ha de ser funcién de y% + x? = z.

Por tanto, un factor integrante es u(z) = exp([ f(z)dz).m

Problema 3. Se considera la ecuacién diferencial M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.
Determinar la relaciéon que debe cumplir para que la ecuacidn diferencial tenga un
factor integrante 4 = u(x + y?) que depende de x + y2.

Solucién. La ecuacion uM (x, y)dx + uN(x,y)dy = 0 es diferencial exacta siy sélo
si

3N(x 3’)

OuM(x,y)) _ O(UN(x,y))
ay ax

entonces u = pu(z) depende sélo de z = x + y?, se cumple

W(@)2yM(x,y) + p() Z52 = W (N y) + () 2

aN(x J’)

IN(xy) OM(xy)

de donde ”((Z)) Zij)(ny) ;gxy) = f(x + y?) ha de ser funcién de x + y? = z. Por

tanto, un factor integrante es u(z) = exp(J f(z)dz).m

Problema 4. Se considera la ecuacién diferencial M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.
Determinar la relaciéon que debe cumplir para que la ecuacién diferencial tenga un
factor integrante u = u(xy?) que depende de xy?2.

Solucion. La ecuacion uM (x, y)dx + uN(x,y)dy = 0 es diferencial exacta siy solo
si

O(uM(x,y)) _ 0(uN(x.y))
ay o ax

)

entonces u = p(z) depende sélo de z = xy?, se cumple
a
W (@)2xyM(x,y) + (@) T2 = 1 (2)y?N(x,y) + u(2) T2

ON(xy) 0M(xy)

de donde ”((ZZ)) nyMa(’;y) ygzyV(x 5= = f(xy?) ha de ser funcién de xy? = z. Por

tanto, un factor integrante es u(z) = exp(J f(z)dz).m
Ejemplo 19. Resuelve (x — xy)dx + (y + x2)dy = 0.

6N(x y)
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Solucion. La ecuacidn diferencial dada no es exacta, buscamos si tiene un factor

integrante: ensayamos con

ON(x,y) OM(x,y)
ax ay _ 2x+x

2yM(xy)-2xN(xy)  2y(x—xy)—2x(y+x2)

= 2 (a5e) = FG2+yD,

x2+y2

segln problema 3, al depender s6lo x? + y2 = z hay un factor integrante y es

3 1
u(z) = exp(f—;dz) :W.

multiplicando por u(z) a la ecuacion diferencial dada se obtiene la ecuacién
diferencial exacta

xX—xy y+x? _
(x2+y?2)3/2 x+ (x2+y?2)3/2 dy - 0'
hallamos la funcién potencial, y la solucién general es por tanto
y—1
=c.n
Jx2+y?

Ejemplo 20. Resuelve (3x + 2y + y?)dx + (x + 4xy + 5y2)dy = 0, si tiene un
factor integrante a u(x,y) = @(x + y?).
Solucion. La ecuacion diferencial dada no es exacta, buscamos si tiene un factor

integrante: ensayamos con (problema 3)

ON(xy) OM(x.y)
dx dy _ 2y—-1

2yM(xy)-N(xy)  (x+2y?)(2y-1)
1
- (x+y2) - f(x + yz)'
segun problema 3, al depender sé6lo x + y? = z hay un factor integrante y es
1
u(z) = exp (f;dz) =x+y>2
Multiplicando por u(z) a la ecuacién diferencial dada se obtiene la ecuacién

diferencial exacta
(3x2% + 2xy + 4xy? + 2y3 + yH)dx + (x? + 4x%y + 6xy? + 4xy3 + 5y")dy = 0,
y al ser exacta, hallamos la funcién potencial,

x3 4+ x%y +4x?y? + 2xy3 +xyt+yS =c. m
Ejemplo 21. Resuelva la ecuacién

tdx + xdt + (3t3x*)dx = 0,

si tiene un factor integrante de la forma u = pu(tx?).
Solucién. Usamos el problema 4, si la ecuacion un factor integrante de la forma

u = u(tx?) se cumple
ON(tx) aM(tx)

w(z) _ ot ox _ 2
wu(z)  2txM(tx)—x2N(tx) f(ex®).
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En efecto

ON(t,x) aM(tx) 2 4 2
ot ox _ 9t“x _ 9tx

2txM(t,x)—x2N(t,x)  tx2-3t3x6  1-3(tx2)2
al ser z = tx?, tenemos como factor integrante

9 1
u(z) = exp (f 1_3222 dZ) = (1-322)3/2

es decir u(tx?) = Multiplicando la ecuacién diferencial dada por el

1
(1-3t2x%)3/2’
factor integrante u(tx?) se obtiene una ecuacién exacta

x t+3t3x*
30203 dt + dx =0,

(1-3t2x%)3/2
cuya solucién general es

tx
—=C.
V1-3t2x*

PROBLEMAS 2.2

1. Determine la solucion general de las ecuaciones diferenciales:

a) (5t3 + 3tx + 2x2)dt + (t% + 2tx)dx = 0; x(—1) = 1.
Rt5+ t3x +t2x? = —1.

b) tdx + xdt + 3t3x*dx = 0.

c) 6xydx = (—4y — 9x?)dy.
R3x%y% +y* = c;u(y) =y

d) Zdt+ (x® —In(¢))dx = 0.
R.In(x) + y; = cy.

e) (x+y)dx+xin(x)dy=0,0<x < oo,
Rx+yln(x)+c=0;ulx) = %

0 [+ &*+y*)?%dx + [y(x* +y*)? —x]dy = 0.

x Xt x%y? oyt 1
R. Arctan (;) + " + - + e ks p(x,y) = X21y?

g) e*sen(y) —tan(y) + % = 0.
h) (1 —yx?dx + x*(y — x)dy = 0.
R u(x) = x%,—%— 2xy +y?=c.
i) 2xyln(y)dx + (xz +y2Jy% + 1)dy =0.
i) (3t? +x)dt + (t?x — t)dx = 0.
k) (xy +y+y?dx+ (x + 2y)dy = 0.
R.xy +y% =ce ™, u(x) = e*.
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) (x+y?%+ 1dx —2xydy = 0.
Rou=puy?—x%)

m) 2xyln(y)dx + (x2 + yz\/m)dy =0.

n) xdx + ydy + x(xdy — ydx) = 0.

y—-1

Rou=plx?+y?); Ty = C
0) (tx? —x3)dt+ (1 —tx?)dx = 0.
R u(x) = xiz,é—%— tx = c.
p) (x% + 2tx)dt — t?dx = 0).
q) (Bx2tany — 2y?)dx + (xbsec?y + 3xy? + 4x3y3)dy = 0.
Rux)=x3,x2y3+y*+x3tany = c.
r) (t*—t+x)dt—tdx =0.
s) (1 —xy)dx+ (xy —x?)dy = 0.
R. u(x) =§,ln|x| —xy+y72= c.

t) (y3—Inx)dy + %dx =0.

2

RuG) =50 +% =c
Integre la ecuacién diferencial (t? —x%+ 1)dt+ (t? —x? —1)dx =0
asumiendo que admite un factor integrante que depende de una combinacion
lineal de t, x.
Dada la ecuacién diferencial (nx + 2y + y?)dx + (x + 4xy + my?)dy = 0.
Determine n, m de modo que u = @(x + y?) sea un factor integrante.
Rm=5n=23.
Resuelve la ecuacién diferencial (3y? — x)dx + (2y3 — 6xy)dy =0 si su
factor integrante es de la forma pu(x? + y?).
Integra la ecuacion diferencial (x? — tx)dt + t?dx = 0 sabiendo que existe un
factor integrante que es funcién de tx2.
Halle los valores de m y n de forma tal que u(x,y) = x™y™ sea un factor
integrante de la ecuacién diferencial (2y? + 4x2y)dx + (4xy + 3x3)dy = 0.
R u(x,y) = xy?, x?y* + x*y3 = c.
Determine un factor integrante de la forma u(x? —t?) para resilver la
ecuacion diferencial (x2 + t? + 1)dt = 2txdx.
Halle los valores de m y n de forma tal que u(x,y) = x™y™ sea un factor
integrante de la ecuacién diferencial (2y? — 6xy)dx + (3xy — 4x?)dy = 0.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Halle los valores de m y n de forma tal que u(x,y) = x™y™ sea un factor

integrante de la ecuacion diferencial 2Tydx + (y2x~2 = 1)dy = 0.

Determine un factor integrante de la forma p(xy) para resolver la ecuacion
diferencial (y — xy?In(x))dx = —xdy.
Dada la ecuacién diferencial (4t + 3x2)dt + 2txdx = 0, hallar un factor
integrante de la forma t", resuelve la ecuacion resultante.
R.t*+ t3x2 =c.
Pruebe que u(x) = x™ es un factor integrante de M(t,x)dt + N(t,x)dx = 0,
IN(tx) . oM(t,x) _ nM(t,x)

at ax x

cuando

o1 . ,d 2 3 . .
Resuelve la ecuacién diferencial d—: = Tx + % + tTan (tiz) realizando el cambio
de variable x = tz™, eligiendo un valor de m.
L. . d . .
La ecuacion diferencial e*sen(y) — tan(y) + ﬁ = 0 tiene un factor integrante

de la forma u(x,y) = e"™*cos(y). Obtener m para resuelve la ecuacion
diferencial.

Resuelve la ecuacién (3y + 4xy?)dx + 2xdy = —3x2?ydy buscando un factor
integrante de la forma u(x,y) = xPy4.

Determine un factor integrante de la forma u(x,y) = x™y™ para resolver la
ecuacion diferencial (4xy + 3y*)dx + (2x? + 5xy3)dy = 0.

R.x*y? + x3y5 =c.

Dada la ecuacién (x + tf(t? + x2)dt + (xf (t? + x?) — t)dx = 0. Demuestre
que esta ecuaciéon no es exacta, sin embargo tiene un factor integrante

u(t,x) =

t2+4x2

2.4 ECUACIONES SEPARABLES

Las ecuaciones diferenciales separables de primer orden son las mas sencillas de
resolver, al menos en teoria, muchos problemas simples son del tipo variable
separable.

Definicion 2.6. Una ecuacién de la forma

F(x)G)dx + f(x)g(y)dy =0 (s)

se denomina ecuacién de variables separables.
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Este tipo de ecuaciones en general no son exactas, sin embargo tiene una

funcién u(x,y) = como un factor integrante, pues si multiplicamos u(x, y)

Fx)GW)
en la ecuacion (s) se reduce a,
FG) g0 4 9O 4

700 T e
y es exacta ya que
IMxy) _ 0= ON(xy)
oy ox '’

y N(x,y) = 9O | 5 familia uniparamétrica de soluciones

dondeM(xy)—f() )

€s,

F() 9
[t 554 =

donde c es una constante arbitraria.
Observacion. El hecho de haber multiplicado por el factor integrante u(x,y) =

f(x)lG(y) es posible que se haya perdido o ganado soluciones en este proceso, ahora

si escribimos la ecuacion en la forma

dy _ FGW)

dx — f(x)-9()
vemos que si y, € Rtal que G(y,) = 0,asi y = y, es una solucién constante de la
& _fx)
dx g
Teorema 2.5.Sean f:I; c R—> Ry g:I;, € R — R funciones continuas tales que

g(x) #0,Vx € I,. Si (x,,y) € I;xI,, existe una tnica funciéon u: I - R, con x, €
I, solucion del problema de valor inicial

Ji6)) _
y' —g(y),y(xo) Yo,

definida explicitamente por la ecuacion
f;:)(y) g(s)ds = f;o f(s)ds.
Demostracion. Resolver el problema propuesto de valor inicial, consiste en
probar que existe una unica soluciéon u € C'(I), con u(x,) = y,, cumple que
guW' () = f),x el (1)
con esto, (1) es lo mismo que % F(u(x)) = % G(x),lo que integrando en x nos
da

ecuacion diferencial. Otra forma de escribir una ecuacién separable es

F(u(x)) =6(x)+c, x €L
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Al hacer que cumpla u(x,) = y, concluimos quec =0y F(u(x)) = G(x). Por

tanto finalizamos si encontramos una funcién u tal que F (u(x)) = G(x) con
u(xy) = y,. Sea ahora la funcién
R(x,y) = F(y) = G(x),

y vemos que la ecuacion R(x,y) = 0 define una tnica funcién u:I = R con x, €
I y derivable en I tal que R(x,u(x)) = 0 mas u(x) = 0y u(xy) = yo. Ademas, en
este caso

d

ER(x,u(x)) =0,
es decir

;—XR(x,u(x)) + :_y (R(x, u(x)u'(x) =0

g(u))uw' (x) = f(x)
ya que
] ]
3y RO y) =gy R(x,y) = —f(x).
La existencia y unicidad de la funcién u es una consecuencia inmediata del
teorema de la funcién implicita, en vista que R € C'(I;xI,) y cumple

R(xo,¥0) = [;° g(s)ds — [ f(s)ds = 0,

aa—yR(x, y)|( = g(yo) # 0 por hipétesis.m

X0,Y0)
La demostracion del teorema sirve de fundamento para resolver la ecuacion

diferencial separable.
Ejemplo 22. Resuelve la ecuacién
(x = 3)y?dx — x*(y? — 2)dy = 0.
Solucion. La ecuacién es separable, multiplicamos por u(x,y) =

(B)ax- (57
integrando [ (xx—_f) dx — [ (y;;z) dy =c

obtenemos la familia uniparamétrica de soluciones,

en la
x2y2

ecuacion para obtener,

)dy=0,

L||+3 2
nlxl+——y y—c

donde ¢ es una constante arbitraria. m
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Al dividir por x?y? se ha supuesto que x2 # 0, y2 # 0, vemos que y = 0 de

y? = 0 no es un miembro de la familia uniparamétrica. Sin embargo, si escribimos
la ecuacién original en forma de derivadas se tiene,

dy _ (x=3)y?

dx  x2(y?2-2)
de donde es evidente que y = y, = 0 es una solucién constante de la ecuacién
original. No obstante que es una solucién que se habia perdido en el proceso de
separacidn.
Ejemplo 23. Resolver el problema de valor inicial de la ecuacion

2xsenydx + 2(x? + 3)cosydy = 0

con la condicion y(0) = 3;”

Solucidén. Multiplicando por u(x,y) = Gerayseny S€ obtiene,
2x 2cosy _
x2+3 X+ seny dy =0,
entonces integrando
2x cosy _
x2+43 dx +2 f seny dy = co,

de donde Ln[(x? + 3)sen?y] = c,. Por tanto, la solucién uniparamétrica es,
(x% + 3)sen?y =, ¢ = e,
La condicién inicial y(0) = 3?7: dac = (0% + 3)sen? (3?”), es decir ¢ = 3, por tanto
la solucidn al problema de valor incial es,
(x2 4+ 3)sen’y =3.m
Es claro que en el proceso de separacién, hemos supuesto que seny # 0, pero
vemos que las soluciones seny = 0 dadas por y = nm, n € Z satisface la ecuacion

d_y __ —xseny

dx  (x2+3)cosy’
luego y = nm con n € Z son soluciones constantes de la ecuaciéon. Aunque en
realidad no se habia perdido soluciones, ya que y = nm es solucién de la familia
uniparameétrica para ¢ = 0.
Ejemplo 24. Resuelve el problema de valor inicial

x(1+y)+y(1+ xz)% = 0cony(0) =1.
Solucién. Tenemos una ecuacion de variable separable con factor integrante dado

por
1

kboY) = aomany

la ecuacién separable es,
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X

dx + -2 dy =0,

1+x2 1+y?

1 1
1:;2 dx + f13y2 dy = ¢ dedondezin(1 + x2) + ~In(1+ y?) =c,

In[(1 + x2)(1 + y?)] = 2c, exponenciando se obtiene (1 + x2)(1 + y?) = e?¢.
Porlotanto (1 +x2)(1+y2) =k sik =e?*“.m
Ejemplo 25. Resuelve el problema de valor inicial,
(1 +x)%— 1=0;y(0) = 1.
Solucidn. Para x # —1, se tiene que 1 + x # 0, luego se puede dividir por (1 + x)

en ambos miembros de la ecuacion, para obtener una ecuacién de la forma
dy _ 1
dx  x+1
integrando en ambos miembro para cualquier intervalo que no contenga a x =

—1; se obtiene

integrando, [

y(x) =In|1 + x| +c.

Para obtener la solucidon particular que cumpla y(0) =1, se impone la
condicion y se despeja c; esdecir 1 = In|1 + 0| + ¢, asic = 1.Por tanto, la solucion
del problema de valor inicial

yx)=m(1+x)+1,Vx €(—1,+0).m
Ejemplo 26. Resuelve el siguiente problema de valor inicial,

v _ 2. _

o1ty ; ¥(0) = 0.

Solucidn. Separando las variables e integrando en ambos lados se tiene
[—=dy=[dx+c,

1+y?

donde
arctan(y) = x + c.
En este caso se puede despejar la variable y en esta expresion y se obtiene
y(x) = tan(x + ¢).
Imponiendo ahora la condicion inicial y(0) = 0, se tiene 0 = tan(c), asi ¢ = 0.
Por tanto, la solucién buscada es
y(x) = tan(x),
que esta bien definida en el intervalo I = (— g g). En general estd bien definida en
un intervalo de la forma ((2n — 1)%, (2n+1) g), n € Z; pero, solo el intervalo

m T . . . sz
(— > E> contiene al punto x = 0 que es donde se impone la condicion. m

Ejemplo 27. Resuelve la ecuacion
3et tan(y) dt + (2 — e%)sec?(x)dx = 0.
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Solucion. Separando variables queda

3et sec?(x) _
2—et dt + tan(x) dx =0,

tan(x)
(2—e*)3
Cabe observar que el factor tan(x) (2 —e®) = 0sit =In(2) yx = mm, m € z,

que sustituirlas en la ecuacion original se verifica que son soluciones, pero se
obtienen de la solucién general considerando ¢ = 400y ¢ = 0, respectivamente.m
Ejemplo 28. La pendiente de la familia de curvas es

dx _ 3t+tx?

dt  2x+t2x
encuentre el miembro de la familia que pasa por el punto (2,1).

Solucion. La ecuacidn al ser tipo variable separable se escribe

dx = — ——dt,

3+x2 2+t2

al integrar se obtiene la solucién

integrando resulta
n(B+x%)+mnR2+t?) =c,
B+x)2+t?) =c.
Evaluando en el punto (2, 1), se obtiene ¢ = 24, con el cual el miembro de la
familia buscada es
B+x)(2+t?) =24m
Ejemplo 29. Resuelve el problema de valor inicial

d
x(1 +y2)+y(1+x2)£= 0

cony(1l) =1.
Solucion. Separando variables se obtiene,

x y _
1+x2? dx + 1+y? dy =0,

integrando

[—Sdx+ [Z=dy =c.

1+x2 1+y2

La solucion es
%Ln(l +x2) + %Ln(l +y%) =g,

o bien

A+x)A+y»)=¢
donde se han acumulado las constantes ¢; = e?¢. Ahora considerando la condicién
inicial y(1) = 1 se tiene ¢; = (1 + 12(1 + 12) = 4, por lo tanto la solucién final es

1+x)(1+y>)=4.m
Es preciso observar que una solucion explicita de esta ecuacion es la funcion
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dentro de un rectangulo donde x € [—V3,V3], ¥ € [0,v3] oy € [-V3,0].

’4 . ,4
y= 1+x2—1 obieny = — 1+x2—1,

VI

L
v
-

. e
“-"-'i—.._

-3

Figura 2.1: El punto (1,1) esta en este rectangulo.

PROBLEMAS 2.3

1. Determine la solucién general de las ecuaciones diferenciales.

a)

b)

<)
d)

g)

h)

x(t? + 3t + 2)dx = —(t + 4)(x? + 1)dt.
R.(t+ 1)%(x%+1) =c(t+2)~
tx' +x = x2.

1

R.X(t) —E,X =0.
dx _ [t?2+t2%x2

dt A\ x2+t2x2"

dy _ xy+3x—-y-3

dx ~ xy—-2x+4y—-8°
5
R (ﬂ) = Cex_y
G .
x/VE3 1 — po—x
2 ﬂ _ 1+x2
dx  1+3y?’

R.y+y3—x+%=c.
y=r@y-m(@-n).
Ry+m+_—0.

d
Yty =@ -2
Rxy=clx—-1(y+1).
3et tan(y) dt + (2 — e%)sec?(x)dx = 0.
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j) x(y?—1Ddx = (x* - Dydy.
Rx?—1=c(y?-1).

d dy\?
K 2 —x)E—xy=—xy(2).
Ry?—x*=kxy=c.

1) Z(xzy +41+ x4y2)dx +x3dy = 0.

R. In|x| — % In |csc (arctan (%)) — cot (arctan (L))| = c.

x2y
Considerando m,n, q € IN, integra la ecuacion diferencial y' = —1 +
(x+y)™
e+ a+(x+y)™

Utilice la sustitucion tx = y pararesolver la ecuacién (t2x? + 1)dt +
2t%dx = 0.

L,odx  4x?-t* ./
La ecuacion %= an Do separable. Demuestre que la transformacion x =
vt convierte la ecuacidn en otra de variable separable. Calcule la solucién

general.
Determine la ecuacién de una curva que pasa por el punto (0,4) y que la
pendiente de la recta tangente en cada uno de sus puntos es igual a la
ordenada del punto aumentado en cinco unidades.
R y(x) =9e*—5.

dx _ xf(tx)

La ecuacién de la forma — = :
dt tg(tx)

convierte la ecuacion en otra de variable separable.
Determine la solucion general d2e las ecuaciones diferenciales:
a) dx _ x—tx? b) dx _ 1-tx+x?t?
dt  t+t?x dt t2—t3x
Dada la ecuacidn diferencial (et + 1)xx’ = et obtener la solucién particular
que pasa por (0,0).
Resuelve el problema de valor inicial.
a) (3t +8)(x%+4)dt = 4x(t? + 5t + 6)dx), x(1) = 2.
R.(t+3)(t+2)2 =2 (x2 +4)2

b) (1+x)2—-1=0,y(0)=1.

y(0) =2
R.y% =2In (1+2ex) + 2.

d) y'=>+y,y(0)=b (b>0).

demuestre que la transformacion v = tx

1
X
C) e =

) Yy 1+eX’
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R.y(x) = + /(b + D)e?* —
dy _ 2, _

e) dx—1+y ; v(0) =0.

) (+edyZ=e* y0)=1.

1+x

R.y? = 2In (X )+1

2.5 ECUACIONES HOMOGENEAS

Existen algunas ecuaciones diferenciales que al hacer un cambio de variable
apropiado se reducen a ecuaciones en variables separadas. Antes de estudiar las
ecuaciones diferenciales homogéneas es necesario definir lo que se entiende por
una funcién homogénea.

Definicién 2.7. Una funcién F: D € R? - R es homogénea de grado n, si:
F(Ax,y) = A"F(x,y), (x,y) € D,A > 0.

Ejemplo 29. La funcién F(x,y) = \/L_y es homogénea de grado l.

Ejemplo 30. Las funciones F(x,y) = 5ey F(x,y) =

F(x,y) —Ly son

3_,_ ys'
homogéneas de grado cero.
Ejemplo 31. Las funciones F(x,y) = x3 + 2y3, F(x,y) = 5x%y, F(x,y) = 3xy? —
2x%y son homogéneas de grado 3.
Definicion 2.8. Se dice que la ecuacién

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (h)

. : . : d : s
es homogénea si escrita en la forma de derivada —y = f(x,y), existe una funcién h

tal que f(x,y) = ( ) es decir cuando f(x,y) puede ser expresada en la forma

deh (%)
Observacion. Aqui (x,y) € D entonces (Ax,Ay) € D. Ademas F es de grado de
homogeneidad cero si, F(Ax,Ay) = F(x,y). Supongamos ahora que las funciones

M(x,y) y N(x,y) en la ecuacién (h),

dy _ —Mxy)
= oo =f@y), (1)

son ambas homogéneas y del mismo grado n, entonces
M(Ax, Ay) = "M (x,y),

1
tomemos A = v entonces
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(12) = () wee),

y 1\"
Del mismo modo N (1,;) = (;) N(x,y), entonces la ecuacién (1) se escribe

como,

ay _ —x°m(1%)

ax— N(13)

=2,

esta funcion es precisamente h G)

Teorema 2.6. Si la ecuacion
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0
es homogénea (grado cero), entonces el cambio de variable y = tx, (t = —)

transforma en una ecuacion separable en las variables t y x.
Demostracion. La ecuacién es homogénea, entonces,

d
d—z =h (%) = h(t),pues t = % (1)
Sea y = tx derivando respecto a x se obtiene,
dy _ E
Tx t+x o (2)

de (1) y (2) se tiene
— at
h(t) =t+x o

y es una ecuacion de variable separable de la forma
[t — h(t)]dx + xdt = 0,

es decir

dx dt
— =0.m
x + t—h(t)

La solucion ahora es conocida por integracion
dx dat
—_— =C
x ft—h(t) !

dt
t—h(t)

donde ¢ es una constante arbitraria, ahora si hacemos que G(t) = [

entonces la solucién uniparamétrica toma la forma
G (%) + Lnlx| = ¢,
sélo falta verificar si t — h(t) = 0 es solucidn.
Ejemplo 32. Resuelve la ecuacién
(2xy + y?)dx — x%dy = 0.
Solucién. Para D c R2. La ecuacién es homogénea, escribiendo,

L2+ (),
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parax # 0,t = %, segun el teorema 2.4, esta ecuacién queda,

ay _ 2

dx—2t+t , (D)
dey = tx setiene

v _ at

ool 2 e (2)

comparando (1) y (2) tenemos
t+x2= 2412,
dx

lo cual es separable,

dt dx
=—, t#0,t+1+#0
t(t+1)  x
integrando se tiene
dt dx
) — [— = dedonde
t(t+1) x
|t] c
= — =X
[e+1]]x]| TR
donde ¢; = te€.
Haciendo t = %la solucién uniparamétrica es
y
—— =X
y+x 1%
o bien
x+x? 1
P —k —=k. (3)
y €1

Ahorat+1=0 entonces% + 1 =0setieney = —x essolucionde (3) parak =

. d
0; parat = 0,% = Oentoncesy = 0,x # 0 setiene qued—z = 0,entoncesy = 0,x #
0 es una solucion constante de la ecuaciéon.m
Ejemplo 33. Resuelve la ecuacién
(2x2 — 6y?)dx + 2xydy = 0.
Solucion. Esta ecuacion es homogénea, pues se escribe

& __1 (Z)
dx % +3 x/’

haciendo y = tx obtenemos

@y _ t+x£,estoes t+x£= —l+3t,
dx dx dx t
es decir
dt 1+21:
X—=—=——
dx t

es separable,
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integrando resulta

~Ln|2t? — 1| = Ln|x| + Ln]kl,
entonces, |2t%2 — 1| = |kx|*, sustituyendo t =§ para llevar la solucién a las
variables inicial x, y,
2
|2(2€/—2— 1)| = |kx|*, si2y = x >0,
las soluciones adoptan las formas,
2y? —x? =cx°.m
Vemos que si 2t — 1 = 0, 2y%2 — x2 = 0 es solucién para ¢ = 0 de manera que

no se perdiod soluciones en el proceso de separacion.
Ejemplo 34. Resuelve la ecuacién

(Vx+y+x—y)dx+(Jx—y—Jx+y)dy=0.
Solucién. La ecuacion es homogénea, pues se escribe

haciendo y = ux se obtiene

integrando,

f udu
Vi-uZ(1+vV1-u?)
donde c es una constante arbitraria,

= fE + Ln|c|,
X

ln|

1
———| = Ln|cx]|
1++vV1—u?
| 1
1+V1—u?

y sustituyendo u = % se obtiene

entonces

= Ln|c|

X

X+ x2-y?
entonces la solucién uniparamétrica es
1

X+ x2-y2 -

Ejemplo 35. Determine el espacio de soluciones de la ecuacion diferencial

=|cx|six >0, x2 —y? >0,

c.na
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(2x2 — 6y?)dx + 2xydy = 0.
Solucién. La ecuacion es homogénea, pues se escribe

dy _ ‘1‘3@)2

R @)
X
haciendo y = xu donde (u = i—’) , se tiene
v _ du
ool (2)
de (1) en (2) resulta la ecuacion
du —1-—3u?
Uu+x—=——
dx u

integrando [ =— f% +c,

u

1+4u?
1 2 Yy
glnll + 4u?| = In|x| + ¢, perou = o

entonces x? + 4y? = ¢;x7%, ¢, = e®.m

Ejemplo 36. Encuentre el espacio de soluciones de la ecuacion

(x? + y¥)dx + (x? — xy)dy = 0.
Solucion. La ecuacidon es homogénea, pues se escribe

2
ay _ 1) o
dx 1-2
X
haciendo y = xu donde (u = %) , se tiene
9 _ &
ool +x Tx (2)
de (1) en (2) resulta la ecuacion
N du 1+ u?
U+x—=—
dx 1—u
integrando
[ = -4,
1+u X
—u+ 2In|1 + u| = =In|x| + ¢,
perou = Y entonces

o
2in |§ + 1| —¥+ Inlx| = c.m
Ejemplo 37. Resuelve la ecuacion diferencial
(t? + x?)dt + txdx = 0.
Solucién. Se trata de una ecuacion diferencial homogénea, haciendo la sustitucién
x = tu se escribe
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1 du
“u——=u+t—
u

dt

%dt + du =

1+2u2
integrando y volviendo a las variables t y x se obtiene

In|t| +im |1 +2 (£)2| =c,

4 t

exponenciando
t* + 2t%x? =k,

se observa que t = 0 es una solucidn singular de la ecuacion diferencial dada. m
Ejemplo 38. Resuelva la ecuacion diferencial

—VE A +x
Solucioén. Se trata de una ecuacion diferencial homogénea, haciendo la sustitucién
Xx = tu se escribe

du
1-uw?4+u=u+t—
dt
——dt+ du=0,

\/_
integrando y volviendo a las variables t y x se obtiene

x(t) = sen(In(ct)),
se observa que al dividir por el factor tV1 — u? se pudo haber perdido algunas

2
soluciones, pero x = 0 no es solucion y 1 — G) = 0 implica que x = +t son

soluciones singulares. m
Ejemplo 39. Supongamos que la ecuacién
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
es homogénea. Demostre que la transformaciéon x = rcosf, y = rsenf reduce
esta ecuacion a una ecuacién de variable separable en las variables r, 6.
Demostracion. La ecuacién es homogénea y se escribe,
Zz = g( ) g(tan®)
en funcién de 6, entonces
g(tanf)dx —dy = 0. (D
Por otro lado de x = rcosf, y = rsenf@ diferenciando se obtiene
dx = —rsenfdf + cosfdr, dy = rcosfd6 + senfdr,

llevando en (1) se obtiene,

g(tanB)(—rsenfdb + cosfdr) — (rcosfd6 + senfdr) = 0,

—[g(tanB)send + cos6]dO + [g(tanB)cosd — senb]dr = 0,
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separando variables, resulta,
(g(tane)sen9+coso9

donde u(8) =

do +2dr =0,
)do +;

senB—g(tanf)cosO
1

r(senf—-g(tanb)cosO)

es un factor integrante para esta ecuacion. m

PROBLEMAS 2.4

1. Halle la solucién general de las ecuaciones.

a) (xt+x%+t?)dt—t?dx =0.
b) y' =X
xy
c) (x2—y3dx+2xydy =0.
R.x%+y? =cx.
d) (4yx?+12y3)dx = (x3 — 6xy?)dy.

dy y
e) e sen(;).

) (x+VtZ+x%)dt — tdx = 0.
g) x(t?+ 2x?)x" +t(2t? + x?) = 0.
Rt*+t?2x?2 + x* =c.
h) (t* + x*)dt — 2t3dx = 0.
) (Vr+y+x—y)dx+(Jx—y+ /x+y)dy=0.
i) (2tx + 3x?)dt — (2tx + t?)dx = 0.
R.x? + tx = ct3.
k) (2x +3y)dx+ (y —x)dy = 0.
) (3 +x2Vt2 + x2)dt — txVt? + x%dx = 0.

R. (t%2 + x2)3/2 = t3In(ct3) .

n) 2x+y+(2ye%—x)y'=0.

Y

R.y?+x%e x=c.
Integre la ecuacién diferencial (1 — t?x?)x’ = 2tx3 mediante un cambio de
variable del tipo x = y™ que la transforme en homogénea.
Determine la solucién general de las ecuaciones diferenciales:

dx xt—3(x2+t2)arctan(%)
a) —=

dt t2

b)

dx _ x+2te”Y/*
dat t
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dx t+xsen(§)

t
tsen(%)

4. Resuelve el problema de valor inicial:
dx  t3+x3
a) i ,x(1) =1
b) x2dt + (t? + xt + x?)dx = 0, x(0) = 1.
R (t+x)In(x)+t=0.
d
) xd—z=x—y, y(2) =2
X 2
R. y = ; + ;

C) E=

2.6 ECUACION DIFERENCIAL CON COEFICIENTES LINEALES

Las ecuaciones con coeficientes lineales son de la forma

(a1x + by + cy)dx + (a,x + by + c;)dy =0, (d)
este tipo de ecuaciones se reducen a ecuaciones homogéneas o bien ecuaciones
diferenciales separables. Cuando los coeficientes de dx y dy se igualan a cero, las
ecuaciones forman rectas secantes o bien rectas paralelas; si son rectas secantes
la transformacién aplicadas reduce la ecuacién en homogéneas, de lo contrario si
son rectas paralelas la transformacion aplicada reduce a ecuacién en separables.
Teorema 2.7. Consideremos la ecuaciéon (d) con a4, by, ¢4, a,, by, ¢, constantes
reales.

. . a b ‘s
(i) Si a_2 #* b—z, entonces la transformacion
1 1
{x =u+x
y=v+Yo
donde (xy, ¥o) es la solucion del sistema,
{alx +biy+ci =0
ax+byy+c, =0
reduce la ecuacion (d) a una ecuacién homogénea.
. . a b .z .z
(i) Si a_2 = b—2 = k, entonces la transformacién u = a,x + b,y reduce la ecuacion
1 1
(d) a una ecuacién separable en las variables x, u.
Demostracion.
. oo a b . ‘2 .
(i) Lacondicién a—z * b—z afirma que (x,, y,) es solucion del sistema
1 1

ax+by+c; =0
{1 1y 1 (cy)

ax+byy+c,=0"
ahora de la transformacion x = u + x4y, y = v + y, se tiene
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dx =du, dy =dv
reemplazando en la ecuacion (d),
[a;(u+ x9) + b1 (v + yo) + c1ldu + [ay(u + x9) + by (v + yo) + c;]dv = 0,
[aiu + byv + (ayxp + b1yo + c1)]du + [azu + byv + (azxy + byyy + ¢3)]dv =0,
se reduce a,

(aqu + byv)du + (ayu + b,v)dv = 0,
lo cual es una ecuaciéon homogénea en las variables u, v.
(i) La condicién Z—j = Z—j significa que las rectas
{alx +by+c =0
ax+b,y+c, =0’
son paralelas, luego la transformacién u = a;x + b;y, nos da
du = a,dx + bidy, y = b_11 (u—ayx)

sustituyendo en la ecuacion (c)

[alx + bl.b—ll(u —a.x) + cl] dx + [azx + bz.b—ll(u —a.x) + cz] du_b—ildx =0,
by @w_a =
(u+cy)dx + (b1 u+ Cz) (b1 ™ dx) =0,

. a b ., .
de donde, si a—z = -2 = k, resulta una ecuacién de variable separable,
1 1

[(1—k)u+c1—ﬂcz]dx+i(ku+cz)du= 0.m
b1 bl

Se observa que la condicidn (i) equivale a,

a; b
S E
a bz
similarmente la condicién (ii),
a; by -0
a; by '

Ejemplo 40. Resolver la ecuacién diferencial
(x+2y—1Ddx+(x—-—y+1)dy=0.
Solucidon. Vemos que el sistema x +2y —1 =0, x —y +1 = 0 tiene solucién

o 1 2 .
Unicaa xg = =2, ¥ = . Entonces hacemos un cambio de la forma,
1 2
x——§+u, y—§+v
que reemplazando la ecuacion se transforma en homogénea,
(u+2v)du+ (u—v)dv=0 (D)

haciendo v = tu se tiene

dv dat

Tu t+u Tu (2)
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en (1) se escribe

dv
Qw1 T 1=t (3)
u

de (2)y (3) 11+—_2tt =t+u % separando variables e integrando,

1-t d
ft2—3t—1 dt = fju te

usar fracciones parciales

—/13-13 dt V13-13 de
f + f = Inful +c,
26 _3_¥13 26 _3,¥13
2 2 2 2
—V13-13 3 V13|  V13-13 3, V13
—lnlt————| +—ln|t——+—| = In|u| +c,
26 2 2 26 2 2
pero v = tu entonces,
—/13-13 v 3 13 V13-13 v 3 413
——1In —————| +——=In ———+—| = Inlu| + ¢,
26 u 2 2 26 2 2
1 2
perox = —§+u, y=5+v

‘\/i‘“lnﬁy‘z _3_@| +@ln |ﬂ_§+ﬂ|
x+1 2 2 26 3x+1 2 2
= ln|x+§|+c.l
Ejemplo 41. Resuelve la ecuacion
(5x+2y+1dx+ 2x+y+1)dy = 0.
Solucién. Vemos que

|§ i=1¢0,

segun el teorema 2.7, buscamos (x,, o) como solucion del sistema
S5x0+2y,=1
{ 2X0+yo=1'
como la solucién es (xy, yo) = (1,—3), hacemosx =u+ 1,y = v — 3, esto
reduce la ecuacién a homogénea
(5u + 2v)du + (2Qu + v)dv = 0,
haciendo v = zv se obtiene la ecuacién separable,

dz 5+2z
zt+tu—=— )
du 2+z

integrando da como solucioén,
1

——=cu
Vz2+4z+5 ’
deshaciendo el cambio v = zv, resulta,
1
=c, u#0,

V2 +4uv+5u?
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finalmente deshaciendo el cambiou = x — 1, v = y + 3 se tiene la soluciéon
general,

y24+4xy +5x>+2x+2y=c.m
Ejemplo 42. Resuelve el problema de valor inicial
2x+3y+1dx+ (4x+6y+1)dy =0, y(1) =0.

Solucién. Vemos que

2 3

|4 6l =0
segin el teorema anterior, hacemos u = 2x+ 3y, con du = 2dx + 3dy,
reemplazando en la ecuacion

—(u—1)dx+ u+ 1)du =0,

separando variables,

2u+1
fdx—f(u_l)du =,
la solucion es x — 2u — 3In|u — 1| = ¢, deshaciendo el cambio u = 2x + 3y se
obtiene la soluciéon uniparamétrica
—3x —6y —3In[2x +3y —1| =¢,
aplicando la condicidn inicial y(1) = 0 da ¢ = —3, finalmente la solucién al valor
inicial es
x+2y+n2x+3y—1=1.m
Problema 43. Resuelve Z—i = (=5x +y)? — 4.
Solucidon. Hacemos u = —5x + y de donde Z—z =-5+ Z—z que reemplazando en la
ecuacion resulta
QW2
=T 5=u*—-4
separando variables e integrando
[ = fdx+c

u2-9
ilnlu—BI —%ln|u+3| =x+c

In|-5x +y — 3| —In|-5x +y + 3| = 6x + 60¢.

Por tanto,
—5x+y—3 =k

e% siendo k = e°‘. m
—5x+y+3

PROBLEMAS 2.5

1. Resuelve las ecuaciones diferenciales:
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Ecuaciones dilerenciales ordinarias aplicadas |

a) y’=%.

b) By—x)y'=3x—y—4.
d

c) d—§=(x+y+1)2.

Ry =—x—1+tan(x +c).
d) x%2y' =1+ 2x —y)2

Yy
R.x +y = x(c — x)ex; hacer z = %

d
) (t-x?T=(—-x+D2
) dx _ t+x+4
8 & T txe
dx _ 2t+3x-1

dt ~ 4t+6x
, At—x+7

i) T 2t+x-1'
R(t—x+4)2@t+x+1)2=c.

j) t—2x+3+2t—4x+5)x' =0.
R. 4t + 8x + In|4t — 8x + 11| = c.

k) % =2 (:;z)z_

x+1 x+1\ _
R.ln t(t_3)| + 2arctg (;) =c.
, _ t—x-3
y T ot+x-1'
Rx+1)2+2x+D(t—-2)-(t-2)2=c.
m) dy _ Ax—y+7

dx ~ 2x+y-1’

Rx—y+4)?Ux+y+13=c.
n) 2x—4y+5)y =—-x+2y -3,

R.4x + 8y + In|4x — 8y + 11| =c.

2. Demuestre que la sustitucion u = ax + by transforma la ecuaciéon y' =
f(ax + by + ¢), en variables separables.

3. Utiliza el cambio de variable y =u —x para transformar la ecuacion
(x+y)dx*dy =0 en una ecuaciéon de variables separadas, resuelve la
ecuacion.

4. Utiliza la transformacién u = tin con n apropiado para determinar la solucion
de las ecuaciones diferenciales:

) dx _ 2+3tx? b) dx _ 1-2tx—2t2x—2t3x3-3¢*x?
dt 4t2x dt (1+xt2)(1+t)t2
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Demuestre que toda ecuacién de la forma xy’' —y = f (x)g(%) se transforma

en una de variable separable mediante la sustitucién y = ux.

2 2
.z ’ —-X
Resuelve la ecuacion xy” —y = 2x (yx4_1 )

x3+cx
14+cx?’

Ry(x) =
ax+by+c
dx+ey+f

h, k se pueden escoger de tal manera que las sustituciones x =u—h;y = v —
k; reducen esta ecuacién diferencial en homogénea. B) Si ae = bd la ecuaciéon
diferencial es separable.

Dada la funcién y' = F ( ) A) Si ae # bd, pruebe que las constantes

*3kk
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CAPITULO |3

ECUACION ESCALAR LINEAL Y NO LINEAL
DE PRIMER ORDEN

3.1 INTRODUCCION

Estudiamos por separado la solucién general de la ecuacién escalar lineal y no
lineal de primer orden, principalmente por su caracter formativo a la hora de
entender cdmo estd formada la solucién general de cualquier ecuacién. La
mayoria de las ecuaciones que se resuelven mediante cuadraturas pasan por ser
previamente, ecuaciones lineales o bien ecuaciones no lineales que se reducen a
lineales. Damos aqui algunas ecuaciones que se reducen a lineales. Estas
ecuaciones tienen vital importancia, muchas de las aplicaciones que trataremos
mas adelante se modelan por medio de una ecuacion de este tipo.

3.2. ECUACION LINEAL

Definicion 3.1. Una ecuacion de primer orden es lineal si esta en la forma
dy
24Py =0,
donde P(x) y Q(x) son funciones continuas sobre I = {a, b).
Observacion. La ecuacion lineal al escribir en forma de diferenciales

[P()y — Q(x)]dx + dy = 0,
permite estudiar si tiene un factor de integracion, al verificar
d d
3y [Py — Q)] = P(x) # 0 =72 (1),
se concluye de manera general que la ecuacion no es exacta, salvo en que P(x) =
0, en cuyo caso la ecuacién Z—i = (@ (x) es separable. Sin embargo, veremos que ésta

ecuacion posee un factor integrante.
Teorema 3.1. La ecuacidn lineal,

d

L4 Py = Q0), (a)
i) tiene un factor integrante u(x) = exp(J P(x)dx),
ii) tiene una familia solucién general a
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y(x) = exp(— [ P(x)dx)[[ el P@*Q(x)dx + c|.
Demostracion. i) Escribiendo como
[P()y — Q(¥)]dx + dy = 0,
ya verificamos que esta ecuacion no es exacta, salvo en que P(x) = 0, buscamos
un factor integrante u(x) que solo dependa de x.
[P (x)y — p(x)Q(x)]dx + u(x)dy = 0. 03]

La funcién p(x) sera un factor integrante para la ecuacion (1) si y solo si la

ecuacion (1) es exacta, en este caso se cumple,

5 [KEOP@Y = n(@)QE] = 2 [,
de donde
()P (x) = = [u(x)]
esta ecuacion es separable para P(x) conocida,

Aau _
e P(x)dx,

ahora integrando para p variable dependiente y con x variable independiente,
In|u(x)| = [ P(x)dx es decir |u(x)| = e/ P)ax,
Por tanto
p(x) = exp(f P(x))dx. m
ii) Si multiplicamos u(x) en la ecuacion (a) en ambos miembros se tiene,
el P(x)dx 2_3; +el P(x)dxp(x)y — Q(x)efP(x)dx’

es decir
d
- [efP(x)dxy] — Q(x)efP(x)dx,
integrando
efP(x)dxy — fQ(x)efP(x)dx dx + c.
Finalmente,

y(x) = exp(— [ P(x)dx)[[ el POAx g (x)dx + c|
donde c es una constante arbitraria. m
Obsérvese que en esta solucion
y(x) — Ce—fP(x)dx + e—fP(x)dx(f Q(x) efP(x)dxdx). (al)

El primer sumando representa la solucién de la ecuacion (a) cuando Q(x) = 0,

es decir, es la solucion general de la ecuacion homogénea
y' '+ P(x)y =0.

El segundo sumando es una solucidn particular de la ecuacién (@), puesto que

es la que se obtiene cuando la formula general (a;) se hace ¢ = 0.
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Ejemplo 1. Encuentre la solucién general de la ecuacién

ay _
dx—y+x.

Solucién. La ecuacion se escribe
Z—z—y =x,conP(x) =—-1y Q(x) = x.
Un factor integrante es
() = e fx = e,
se multiplica en la ecuacién para obtener,

_x dy _ _

x Xny — x

e e =e "X
dx y ’

= (e¥y) = e7¥x,
integrando resulta,
e Xy = [e*xdx +c,
por tanto
y(x) =—x—1+ce*.m
Ejemplo 2. Resuelve la ecuacion
x?>+ @Btx—1)x = 0.
Solucion. Es lineal cuando se expresa como t'(x),
dt | (3 1
at (=5
se convierte, al multiplicar por el factor integrante u(x) = exp([ %dx) = x3,en
d
e (x3t) = «x,

cuya solucidn es

o sea,
— -3 x?
t=x (c + > ) u
Ejemplo 3. Obtener la solucidn general de la ecuacién

y—xy =yy‘e.
Solucidn. Se observa que la ecuacion no es lineal en y(x), sin embargo

dx 2
—_—= y
Yy x+y“e’,

dx 1
—+(——)x: e,
dy y Y

es lineal en x(y). El factor integrante u(y) = exp (f (— %) dy) = % nos permite

resolver
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d (x
6=
dy \y

la solucién es
x=yeY+cy.m
Ejemplo 4. Resolver la ecuacion

y = =3xy +x.
Solucion. La ecuacion es lineal en x, se escribe como,
y _
D+ (3x)y =x (1)
3x2
un factor integrante es u(x) = exp(f 3xdx) = e’z , multiplicando u(x) en (1),

322 4y 3x? 3x?
ez E+(3x)e2y=xe2,

es decir
d [ ax?
a(e 2 y> =xe 2
3x2 3x2
ezy=[xezdx+c,
entonces

1 -3x?
y(x) =5tce 2 .m

Ejemplo 5. Halle la solucién general de la ecuacién

d_Y__ 5,x
X = 4y + 2xe*.

Soluciodn. Escribiendo apropiadamente

e (-9 -2

dx
el factor integrante es u(x) = et = %, con lo cual se escribe
X = [2xe*dx = 2xe* — 2e* +c.
X
Por tanto, la solucion general es
y(x) = 2x%e* — 2x*e* + cx*. m
Ejemplo 6. Encuentre la solucién general de la ecuacién
tx" — 4x = tel.
Solucién. La ecuacidn es lineal en t, que se escribe como,
A L (Z2) 5 = ¢5et
dt+(t)x—te ()
un factor integrante es u(t) = exp ( ) (_74) dt) = t% ,
multiplicando p(t) en (1),
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Ecuaciones dilerenciales ordinarias aplicadas |

d —_
1—x+( 4)xztet,

t+at ' \t5
es decir,
d (1 ¢
—(=x)=te
dt (t"‘ )
1. _ t
Sx = [ tetdt +c,
finalmente

x(t) =t*(t — et + ctt.m
Ejemplo 7. Determine la solucién general de la ecuacion
(x? + x)dy = (x° + 3xy + 3y)dx.
Solucion. La ecuacion es lineal en x, se escribe como,

(=5 @)

X T ox+1
un factor integrante es

u(x) = exp (f (_73) dx) = é,

multiplicando u(x) en (2),
1 dy -3 _ X
set(Hr=5

es decir

d /1 X
) -
dx \x x+1
1 ox
;y = fm dx + c,
La solucion final
y(x)=x3(x—In|lx+ 1] +¢).m
Ejemplo 8. Encuentre la solucidn general de la ecuaciéon
d_y _ 1_e—2X
dx T eXteX
Solucién. La ecuacidn es lineal con factor integrante,
u(x) = exp(f dx) = e*,

multiplicando p(x)
xd_y Xy —
e dx+ e’y =,
es decir
d eX¥ —e™X
— ex = —
dx( y) eX+e™*
xy = [0 g +
ey= eX+e™X xTo
Entonces

y(x) = e *(In|le* + e ™|+ ¢).m
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PROBLEMAS 3.1

Sean x4 (t), x,(t), x3(t) soluciones particulares de la ecuaciéon x’ + P(t)x =
x3(6)—x1(8)
x1(£)—x2(t)
Sea la ecuacién diferencial 2t?x’ = tx + 2tcos(t) — 3sen(t), con x >0,
analizar el comportamiento de las soluciones cuando t = 0 y cuando t — oo.

;Hay alguna solucion x(t) tal que tln?o x(t) =0?

Q(t), demuestre que la expresion es constante.

Integre la ecuacién diferencial x’+27x:4cos(3t) buscando un factor

integrante.

Resuelve las ecuaciones diferenciales:
dx

a) - T cotux = Secosu

sent

b) t*x'+3tx =—1t <0.

R.x =t 3cost + ct™3
c) (1+ senx)dt = [2xcosx — t(secx + tanx)dx].
Halle la solucién general de las ecuaciones diferenciales

, 2
a) y'=

2x-y?'
b) (x+2)% =—(2t + 3x).

dx
C) tz——H—1x+t—1.
R3(t?>+t)x=t3—-3t+k.
ax | 3% _ g¢2
d) T = 6t~
R.x(t) =t3+ct3.
e) cos(t)%+%sen(t)=1.
R. 2tsen(x) —t? =c.
f) (t+a)x"=bt—nx,a,b€IR,n=+0,-1.
R.x(t) =24+ = (t +a) +c(t + Q)"
g) y' +4y=x?+3x.
R ()— —4x+£+5 _5
y(x) =ce PRI e
h) tdx + (x +tx — 1)dt = 0.
Rx(t) =t (1 +ce™®).
) @-20+@x-DZ=0.

i) v =sen(t)cos(t) — ycos(t).
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Ecuaciones dilerenciales ordinarias aplicadas |

R y(t) = sen(t) — 1 + ce5e"® ¢ € R.
K) dt— (=0 ax =0,

cos?(t)—xcos(t)
R. 2(1 + sen(t))x =t + sen(t) cos(t) + c.
) cos?(t)sen(t)dx + (xcos3(t) — 1)dt = 0.
R.x(t) = sec(t) + kcsc(t),0 <t < g
m) xy = —4y +x3 —x.

_x_x ¢
Ry()==-2+3.
ay _ —x% _
n) dx+2xy 2xe 0.
R.ye* —x2 =c.
@ _y —
0) e 2.
R.y(x) = x2 — 2xLn|x| + cx.

dx _ 1

dt tcosx+senx

R.t = ce’™ — 2senx — 2.

qQ) xIln(x)dt + (t — In(x))dx = 0.
R. In?(x) — 2tin(x) + 2c = 0.

r) y=xy—x.

2

Ry(x)=1+cez.

p)

A _ =
s) LY =X 2
Ry(x) =1—x+ ce”.
t) x'=tx+t

+2

Rx(t) =cez —1
u) y’ = ytan(x) + cos(x)

R. ycos(x) — %x - %sen(Zx) =c.

3.3 EL PROBLEMA DE CAUCHY

Imponemos para la ecuacion (a), una condicién inicial del tipo y(x,) = y,, donde
Xo € I con y, un valor arbitrario. Tenemos el problema de valor inicial
{y' +P(x)y=0Q(x), x€l (
_ ) aZ)
y(x0) = Yo
que suele recibir el nombre de problema de Cauchy.
Teorema 3.2. Dado el problema de Cauchy
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(az)

{y' +Px)y=Qx), x€l
y(x0) = yo '
Existe una unica solucion dada por

y(x) = e~ [e@Cy, + [* Q(s)e@ads]

que es de clase C! en el intervalo I, y siendo w(x) = [ p(x)dx.

Demostracion. Si w(x) = [ p(x)dx consideremos
u(x) = e®®),

y tomemos ahora la primitiva de Q(x)e®®) que vale 0 en x,, 0 sea,

f;oo Q(s)e“®ds = 0.
Asi, la formula de la solucion general (a,) queda

y(x) = e~ @™ [c + f;co Q(s)e“)(s)ds].
El valor de esta solucién en x, es e “*o)c = y(x,), luego existe sélo una de estas
soluciones que cumple la condicidn inicial, y es la que se obtiene para
¢ = ey (x).
Por tanto
y(x) = e”®™ [e“’(xo)yo + f;o Q(s)e“’(s)ds].l

Ejemplo 9. Resuelve el problema de valor inicial y* = —2xy + x, y(0) = 1.
Solucidn. En este caso la ecuacion lineal se escribe,

y+@2x)y=x (1)
tiene un factor integrante
u(x) = exp([ exdx) = e*’,
multiplicando en la ecuacion (1) por el factor integrante u(x) = ex’
y'e"2 + (2x)ex2y = xe*’
es decir,
%(yexz) = xe*’,
integrando se obtiene
ye*’ = [xe**dx +c,
la solucién general
ye"2 = %exz +c,

la condicion inicial y(0) = 1,dac = > Su solucién es entonces

y(x) = %(1 + e‘xz). [ |
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Ejemplo 10. Resuelve la ecuacién y’ + ycosx = sen.cosx, que verifica la
condicion y(0) = 0.

senx

Solucion. Con el factor integrante u(x) = exp(J cosxdx) = e se tiene
%(ese"xy) = 5™ senx. cosx,
ey = [ eS¢ senx. cosxdx + c,
la solucién general
y(x) = senx — 1 + ce 5™,
la condicion inicial y(0) = 0, da ¢ = 1. Por tanto, la solucién es
y(x)=senx —1+e 5 m
PROBLEMAS 3.2
1. Se define la funcién f(t) como
5 s5i0<t<10
fo= {o, si t>10
Resuelve el problema de valor inicial x" = —x + f(t); x(0) = —1.
2. Se define la funcién x(t) como
2, si0<t<1
x(t) = {0, sit=1
Resuelve el problema de valor inicial % = —x + x(t); x(0) = 0.
_(2(1—-e),si0<t<1
Rx(0) = {Z(e —De, sit=1
3. Obtener la solucién particular de la ecuacién diferencial y’ = —%y + %gx)
que cumpa la condicién y(m) = 0.
4. Se define la funcién f(t) como
(5 si0<t<10
fo= {o, si t>10
Resuelva el problema de valor inicial x" = —x + f(t); x(0) = —1.
5—-6e7f 0<t<10
Rx(®) = {(5910 —6)et, t>10°

5. Resolver la ecuacién diferencial sujeta a la condicién inicial dado.
) Z+ERy = e y(0) = 1.

dx x

R.y(x) = (x2_2+ 1) e %x,

sy 2Xy
b) y toz=¢"

x2-2x+5)e¥—5

R'y(x) = ( x2+3
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) Z—z + (cotu)x = 4senu, x (— %) =0.

R.x = 2ucscu — 2cosu + mcscu

d) ay _ _x y+x,y(0) =2

dx ~ 1+x2
Ry(x) =vV1+x2+1+x2
e) %—x:t, x(0) = 1.

R.x(t) = —1 — ¢t + 2et.
3.4 CAMBIO DE VARIABLE

En algunos casos, es posible llevar esta ecuacion de los pocos tipos de ecuaciones
que sabemos para resolver por cuadraturas, y uno de los sistemas que permiten
realizar esta transformacion de la ecuacion es el cambio de variable.
Se trata de resolver la ecuacion de primer orden
v =fxy). B)

a) Cambio de la forma y = g(x, u). Consiste en buscar una ecuacidén que cumpla

las funciones u(x) asociada con las soluciones de la ecuacién en y, x por

y(x) = g(x, u(x)).
La ecuacion en u, x se obtiene sustituyendo y con sus derivadas

y=g(xu),
., _0g(xu) dglxu)
y = ox ou u,

de esta forma, la ecuacién () se transforma en

ag(xu) aglxuw) . _
ax + au u = f(‘x' g(xl u))'

que es también una ecuacion de primer orden. Si G (u, x,c) = 0 es la familia de

las soluciones de la ecuacién en u, x, entonces
Gu,x,c) =0, y=g(x,u)
es la familia de soluciones de la ecuacién en y, x de (). m

Este es caso de la ecuacion de Riccati, que veremos mas adelante. En ocasiones
el cambio es simplemente y = g(u); entonces las sustituciones son
y =g,
y =g W,
lo que resulta en este caso de la ecuacion () es la ecuacion de primer orden
g u’ = f(x, g(w)).

Si G(u,x,c) = 0 eslasolucién de la ecuacién en u, x, la solucion de la ecuacion
eny,xes
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Gu (), x,c)=0.m
b) Cuando el cambio se presenta en la forma u = g(x,y), lo mas sencillo es

despejar la variable y, luego utilizar los procedimientos anteriores

,_0gxy) , 9g(xy) .
u=g(xy), u =" t75, ¥

por ejemplo, para el cambio u = g(y) lo que resulta es
u=g0), w=g0y =g w»M)y"
La ecuacion (8) queda transformada en la ecuacion de primer orden
w=g(g7"w)glx, g7 W)
Si G(u,x,c) = 0 eslasolucion de la ecuacion en u, x, la solucién de la ecuacion
eny,xesG(g(y),x,c) =0.Es el caso de ecuacion de Bernoulli, que veremos
mas adelante.

c) Sefialamos un cambio de funcién incégnita un poco diferente, que se emplea

para rebajar el orden de una ecuacién cuando la funcién incégnita y, no
aparece explicitamente.
Se trata del cambio u = y’, que lleva a las sustituciones y"'=u, y”" =u’,
vy =u", etc. La ecuacién en u, x que resulta no es mas que la condicién que
debe cumplir la funcién u(x) para que cualquiera de sus primitivas [ u(x)dx
sea solucidn de la ecuacién en y, x original.

Por ejemplo, la ecuacion de segundo orden y” = f(x,y") se transforma
mediante dicho cambio en la ecuaciéon de primer orden u” = f(x,u). Si u(x) =
G(x,c) es la solucion explicita en u,x, entonces y(x) =k + [ G(x,c)dx es la
familia de soluciones de la ecuacién de segundo orden.

Ejemplo 11. Resuelve la ecuaciéon

2xy”" =3y =0.
Solucién. Vemos que la ecuacién no contiene la funcion incégnita y. Con el cambio
u = y’ se transforma en

2xu"—3u =0,
ecuacion lineal con soluciéon

u(x) = cx3/2,
Por lo tanto, la solucion general de la ecuacién original sera

y(x) = [cx3Pdx+k =k +§cx5/2. n

d) Cambio de variable independiente. Consideremos ahora un cambio de la
forma v = g(x), o sea, un cambio en la variable independiente. Si y(x) es la
funcion incognita, denotamos por u(v) la familia compuesta por

u) =y(g~' (),
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es decir, la funcion u tal que y(x) = u(g(x)).
El cambio consiste en buscar la ecuaciéon que deba cumplir la funciéon u(v)
para que y(x) = u(g(x)) sea solucion de la ecuacién original. La ecuacion se
obtiene sustituyendo en la original las derivadas de y obtenidas por la
aplicacion de la regla de la cadena
y() =u@), ¥y¥(x) =u'@g () =ug g ®),
por ejemplo, la ecuacion (f) queda transformada en la ecuacion de primer
orden
wg'(g™tw) = flg™ (@), w.
Si G(u,v,c) = 0 es la solucién de la ecuacién en u, v, entonces la solucién de
la ecuacién en y, x es
G, g(x),¢c)=0.
Si el cambio de variables independiente se presenta en la forma x = g(v), aqui
denotamos por u(v) la funciéon compuesta u(v) = y(g(v)), lo que se desea es
buscar la ecuacién que debe verificar u(v) cuando y(x) es soluciéon de la
ecuacion original en y, x. La ecuacion se obtiene sustituyendo y, con sus demas
derivadas sucesivas por las expresiones que se obtiene al despejar de las
férmulas
u@) =y), u'() =y @wg .
Por ejemplo, la ecuacion (f), queda transformada en la solucidn de la ecuacion
eny,xes
G(y,g7'(x),c) = 0.

Ejemplo 12. Dada la ecuacion (de Euler)

x2y” +2xy" —2y = 0.

Solucidn. Se puede transformar para x > 0, mediante el cambio de variable
independiente

x = eV esdecirv = lnx,

como

dy dy dv _dy 1 d?y d?’y» 1 dy 1

dx  dv'dx dv'x dx? dv?'x2 dv x?

la ecuacién que resulta es, llamando ahora y’, y** derivadas respecto a v, es decir

dy _  dy d’y dy _ od%

dv T dxX dv? dv dx?

que reemplazando en la ecuacion resulta

d?y | dy
_2 + —_
dv dv

2y=0.m

90



Este resultado trata de una ecuacidn lineal de segundo orden y de coeficientes
constantes, que aprenderemos a resolver mas adelante.

f) Posee también importancia un cambio a la vez de variable dependiente e
independiente que sirve para rebajar el orden de una ecuacién cuando no
aparece explicitamente la variable independiente, en particular para
ecuaciones de segundo orden. Si se tiene una ecuacioén de segundo orden

F(y,y,y") =0,
en la que no aparece explicitamente la variable independiente, x, entonces, si
y(x) es una solucién y x(y) su inversa , llamamos u(y) a la funciéon u(y) =
¥y’ (x(y)). Cuando buscamos las funciones u(y) lo que hacemos es buscar
funciones tales que las soluciones de

dy

= w0
sean soluciones de la ecuacién. Explicamos ahora la utilidad del cambio.
Escribimos la ecuacién primitiva para todo x(y); entonces

d d
y @) = 5y () = T2 2T = 2 )

es decir

luego la ecuacién en u, y es ahora
du
F(y,u,a.u) =0.
Cuando se termina de resolver esta ecuaciéon de primer orden, luego queda

por resolver

2= u(y),

lo cual nos la solucidn final de la ecuacién de segundo orden.
Ejemplo 13. Resuelva la ecuacién
2yy" = (y)? -
Solucién. El cambio u = y’ lleva a

du
ZyE u=u?-2u
0 sea, a la ecuacién de primer orden y variable separada, cuya solucién es
u(y) =2+ cy?
La otra ecuacién de primer orden resulta ahora
d—i =u(y) =2 +cy?
ecuacion también de variables separables y solucion
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V2 c \_
Z—ﬁarctan (\/;y) =x+kn

g) La transformacion en x(y). En ocasiones, alguna ecuacién puede tener un
aspecto mas favorable para biisqueda de soluciones cuando la escribimos para

x(y), es decir, cuando buscamos inversas de las soluciones de a ecuacion
original. Para realizar el cambio de ecuacion basta tener en cuenta la relacion

entre la derivada de una funcién y la de su inversa,
1

y (x) = xl(y(x))'
Por ejemplo, la ecuacién en () se transforma en la ecuacién en x(y)
, 1
X = ey

su solucién en la forma implicita F(x, y, ¢), sirve también como solucion de la
ecuacién en y(x).
Ejemplo 14. Resuelve la ecuaciéon
(x —2y)y" = (x + 2y).
Solucién. Haciendo el cambio y = ux se transforma la ecuacién homogénea en
una ecuacién de variable separable

du 1+2u du 2u?4u+1
Uu+x—= y X =
dx 1-2u dx 1-2u
y tiene como solucion a
3 xX+4y 1 2 2
—arctan( )——lnx +xy+2 =c.n
NG ) "2l y+2y°]

Ejemplo 15. Resuelve la ecuacion

(x(xy = 2))y" = y(Bxy + 2).
Solucién. En general el cambio u = xy transforma la ecuacién homogénea y” =

X .7 . .z
% en una ecuacion de variable separable. La ecuacion
. _ Y(Bxy+2)
Y = w2

tiene esa forma, entonces haciendo u = xy la ecuacion se transforma en
1 (du u) _u(3u+2)
x \dx «x x2(u-2)

y separando variables
(l—i)du = Zdx,
X

u u?
integrando se obtiene la solucién
2
Inlul + — = 4in|x| + ¢
u

deshaciendo el cambio la solucién general queda
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2
In|xy]| +% =4in|x| + cobieny = cx3e . m

Ejemplo 16. Demuestre que la ecuacion

y +a(x)y = 2b(x)yLny

con a(x), b(x) funciones reales, se transforma en una ecuacioén lineal al hacer v =

Ln(y).

Demostracion. De v = Ln(y) se tiene

v':% cony =ev,

entonces y" = e¥v’, reemplazando en la ecuacidn, se obtiene,

e’v’ + a(x)e’ = 2b(x)e’v.

Por tanto, se tiene la ecuacién lineal

v' =2b(x)v = —a(x).m

PROBLEMAS 3.3
1. Realice un cambio apropiado para resolver cada de uno las ecuaciones
diferenciales:
a) Yy +x-yy =x
b) In(x) =In(y") + 2y'.
R.x = me?™, y = (m2 —?+i)ezm+c.
A y'=1+)%
R.y = —log[cos(x + ¢;)] + c;.
d) x%y” =2xy + ()2
Ry= ;xz —¢;x — c2log(x — ¢p) + .
e) y ' —k?y=0.
R.y = cie®* + c,e™**,
) G2 -y*e* -1 =2yy
g xy' =y +0)?
R.x%2+ (y — ¢)? = cZ
h) x*(y")? + 3xyy’ = —2y?
) oy +@)?=0
R.y? = ¢x + cy.
N OY-0P+y +*+4) =0
Ry—JITy7=x+c
k) (x2+4+2y)y” " +2xy =0,y =1, y = 0cuando x = 0.
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Ry=13y+x3=3.
D +y)P=0-y)2

t2
[1-t|®

R.x=ln( )+c,y=%(t2+t3).

3.5 ECUACION NO LINEAL DE BERNOULLI

Existen algunas ecuaciones no lineales, que se reducen a una ecuacién lineal
mediante la aplicacidn de una transformacioén apropiada.
Definicion 3.2. Una ecuacién no lineal de la forma,

2+ P(0)y = Q(0)y" (B
se denomina ecuacién de Bernoulli conn € R.
Vemos que en (), sin = 0,n = 1 la ecuacidon de Bernoulli es lineal. Por cierto
Leibniz demostré que la transformacién v = y1~ reduce la ecuacién (B;) a una
ecuacion lineal.
Teorema 3.3. Supongamos que en la ecuacion (B;) n # 0,1. Entonces la
transformacién v = y'~™ reduce la ecuacién de Bernoulli (;) a una ecuacién
lineal en v.
Demostracion. Multiplicando en (8;) por y ™, se tiene

y 4 Py T = Q(x), (82)
siv =yl
entonces

Z=(1-nymZ, (Bs)
sustituyendo (f3) en (f3,) se obtiene,

% + (1 —n)P(x)v = (1 —n)Q(x) que es linealen v. m

Ejemplo 17. Resuelve la ecuaciéon

. 2
Yy =Xy —Xxy~.
Solucién. Escribiendo como
dy 2
= —Xxy=-—x
dx y Yo
adopta la forma de la ecuacién de Bernoulli con n = 2. Hacemos v = y172 = y~1,
dv _2d . .z
entonces —— = —y 2 d—i que sustituyendo en la ecuacidn resulta
dv
—+xv=x *
dx + ! )
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es una ecuacion lineal en v. Tiene como factor integrante a u(x) = exp(f xdx) =
2

X
ez, multiplicando en la ecuacidén (*) se obtiene,

2 gy x? x?
ez —+ xe2v = xez2
dx

a x? x?
—|vez | =xez,
x2 x2 xz

vez =e2 +¢ dedonde v(x) =1+ ce=.
Finalmente deshaciendo el cambio v = y~! da como solucién

2\ —1
y(x) = (1 + ce_);) .H

Ejemplo 18. Encuentre la solucién general de la ecuacion

integrando resulta,

ry Y 1 3,,3
—=—=(x+1 .
y + x+1 2( + ) y
Solucién. Haciendo el cambio
v=y?
se convierte en la ecuacion lineal
dv 2 2
———v=(x+1
dx x+1 ( + ) !

un factor integrante

2 1
u(x) = exp (f ~ 27 dx) = ey

que aplica en la solucién

%((X+1)2 v) =x+1

con soluciéon v(x) = (x + 1)? [x; +x+ c] con v = y~2 se transforma finalmente
en
y~2 = (x+1)? [x?z+x+c].l
Ejemplo 19. Halle la solucién general de la ecuacion y2dx + (xy + x3)dy = 0.
Solucion. Escribiendo en forma de derivadas con x como variable dependiente,
Z—;+ G)x = (;—;) x3, (e1)

: - d _3d - c
haciendo z = x~2 de donde ﬁ =-2x73 ﬁ, multiplicando toda la ecuacién (e1)

3

por la expresién —2x~°, queda una ecuacioén lineal

938X 4 (Z2) 2 = 2
2x77 +( )x ==
y y y
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E+(_—2)z=i. (e2)

y2

Un factor integrante de la ecuacion lineal (e2) es u(y) = exp (f%zdy) =y72

aplicamos este factor integrante a toda la ecuacidn lineal,

—24z 9y =3Y, — 9.,—4
y i, Ty Tz =2y

de donde se obtiene ;—y (y~2z) = 2y~*, integrando es z(y) = y? (— gy‘3 + c), y

por lo tanto, deshaciendo el cambio z = x~2 se obtiene la familia de curvas
1

( )

Ejemplo 20. Resuelve el problema de valor inicial
d
ZHy=xy% y(0) =1

Solucién. La ecuacidn es tipo Bernoulli con n = 3, y se escribe,

oy 3% _ o2 _

2y Tx 2y 2x (D
haciendov = y173 = y~2,
entonces

@ _ 5,3

dx 2y dx’ (2)
llevando (2) en (1) se obtiene

dv

i 2v = —2x, (3)

el factor integrante es p(x) = exp(f —2dx) = e™%%,

multiplicando en (3) resulta,
4 ,—2x — _ —2x
™ (e™**v) = —2xe™4%,
e Py =— [2xePdx+c = %e‘z"(Zx +1) +c,
es decir,
v=x+ % + ce?*,

perov = y‘2 entonces

— = x+=+ ce?,
y 2
aplicando y(0) = 1, se tiene 1 = %+ ce® y c= %

Por lo tanto

1 1 1
S =x+>+e*m
y 2 2
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Observacion. Consideremos la ecuacion
d dy _
SfO)| ZH+PEF) = Q) (@)
donde f es una funcién conocida de y, haciendo v = f(y) tenemos,
av _dv dy _[d ay
dax dy dx [dy(f(y))] dx
de manera que (@) se transforma en
=+ PV = Q(),

que es lineal en v. Podemos sefalar que la ecuaciéon de Bernoulli es un caso

especial de la ecuacion (a), pues basta ver,
—nd -
(1 =)y =2+ Py ™ = Q1 (%),
donde Py (x) = (1 —n)P(x), Q2(x) = (1 —n)Q(x), f¥) =y*™, v=f().
Ejemplo 21. Resuelve el problema de valor inicial
y2dx + (3xy — 1)dy =0, y(%) =1.
Solucién. Escribiendo esta ecuacion asumiendo que la variable dependiente sea
x, la ecuacioén es lineal,
(3 x = y2
dy + (y) x=Yy
cuyo factor integrante es
— 3 — 3
u(y) = exp (fydy) =y?

de donde,

3dx , (3Y.3, _.-2,3 2 3.y _
VAt (y)yx—y S, 0=y

integrando,

yix=[ydy+c,
la solucidn general es

y3x =%y2 +c.

Paray G) = 1 resultac = 0, por tanto
Xx=-—m
2y
Ejemplo 22. Resuelve el problema de valor inicial
d
o=xy—xy%y(0) =1
Solucién. La ecuacién es no lineal de Bernoulli y se escribe,

AY ) = 3
T T XY =Xy, (1)
Haciendo
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_ _ d _ad
u=yP=y? =2y (2)

multiplicando (1) por —2y~3 se obtiene —2y 3 % + (2x)y~% = 2x que se reduce

a una ecuacion lineal,
du
—+ (2x)u = 2x
2+ (2x)u = 2x,
un factor integrante es
2
u(x) = exp(f 2xdx) = e*",
con este factor integrante la ecuacidn lineal se escribe,

2du 2 2
x -t (2x)e* u = 2xe*

e
es decir

6;1—)C(e"2u) = 2xexz,
entonces y‘2 =1+ ce‘xz, ahora con y(0) =1, se tiene ¢ = 0. Por lo tanto, la
solucibnesy> —1=0.m
Ejemplo 23. Resuelve el problema de valor inicial

tx(1+ txz)% =1, x(1) = 0.

Solucion. La ecuacion es no lineal de Bernoulli cuando se escribe de manera
apropiada,

dat _ _ 342
dx+( x)t =x°t*, (1
haciendo
p=tl 2 =1 28t
dx dx
multiplicando en (1) por —t~2 se obtiene,
d
728 4yt = —x3
dx
es decir
dv + 3
—+xv=—x
dx

es lineal con factor de integracioén la funcién
2

u(x) = exp(f xdx) = o7

multiplicando en la ecuacion lineal se tiene,
2 2

N

2 4y x? x?
ez —+xezv =—x3ez
dx

al ¥ x?
—lezv|=—x3ez,
dx

Entonces
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Ecuaciones dilerenciales ordinarias aplicadas |

integramos en ambos miembros,
2 x2
ezv = f(—x3e2> dx + c,

por tanto la solucién en v es,
2

—-X
v(x) = —x>+2+cez,

pero como v = t~! entonces,
2

—x
tl=—x2+2+4ce 2
como x(0) = 0, se tiene ¢ = —1, finalmente

—x2

t1=2—-x%—-ez.m

Ejemplo 24. Halle la solucion general de
LY X

y + ; = F
Solucion. La ecuacion es del tipo Bernoulli. El cambio
v =yt

la convertira en lineal de la forma

d

=+ (i) v=4x

dx x
usando el factor integrante

u(x) = exp(f%dx) = x*
se obtiene la solucién
2

xtv = Exf’ +c,

pero como v = y* se transforma en

xtyt =

Ejemplo 25. Encuentre la solucién general de
x2y + x3y = y?(1 + x2).
Solucién. Es una ecuacion no lineal de Bernoulli con n = 2, pues

v+ (y=(1+5)r"

2
§x6+c. ]

El cambio v = i

lo convierte en la ecuacidn lineal
vV—xv=-1- é
JCZ
mediante el factor integrante u(x) = exp(f —xdx) =e” 2

se tiene
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x2 1y % o
_TU_I(_I_F)e Zdx+c=ye Z+c

e

de donde la solucién en v es
x2 1
v=ce2 +—
X

como v = y~ ! la solucién se transforma
X
y(x) = e

cxe2 +1

Ejemplo 26. Resuelve la ecuacion
dy — 242
X +y=x°y“.
Solucioén. Es una ecuacion no lineal de Bernoulli con n = 2, pues
, 1
v+ (=t
El cambio v = %

lo convierte en la ecuacién lineal

mediante el factor integrante
u(x) = exp (f (_71) dx) = %

se tiene

v=—fdx+c=—-x+c
X

de donde la solucién en v es
v=—x%+cx
como v = y~! la solucién se transforma
yx)=(—x2+cx)"1.m

PROBLEMAS 3.4

1. Siendo n # 0, n # 1, resuelve la ecuaciéon x' = Q(t)x™, siendo Q(t) una
funcién continua en el intervalo {(a, b).

2. Halle la solucién general de las ecuaciones.
a) 3xy —2y=ux3y2

b) ¥y’ —y=xy%
dx _x _ _x?
c) at t ot

Rx(t) =1 +ct ).
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Ecuaciones dilerenciales ordinarias aplicadas |

d) (4x — 8x~3)tdt = —dx.
Rx(t)=(2+ ce‘gtz)l/4 .

e) t2%+2tx+x3 =0,conx > 0.
-1/2
R.x(t) = (—gt‘l + ct4)

N (EE)2=3pt-y).

X

_ 1
Ry(x) = Treand)
g) y?dx+ (xy —x3)dy =0.
h) tx’ = —3 + 4te™, sug. Haceru = e™*.
. dx _ 4
) t—=2x+2t

) xy'=—y+yin(x).
k) ay_y X

dx  2x 2y2°
R.y3 = cx3/2 — 3x2.
dx 1

D dt ~ tx+tS
m) e 2 (x’ + x) = x2.
R. x(t) = (cet — e?t)1,
n) 4(1+x?) % = 2xy> — 2xy.
0 y=y+y?
R y(x) =
p) t% +x = —3t°x*.
R.x73 = 3t% + ct3.
q) xy =y+2xy2
Ry(x) ==
r) xy" —3y' = 4x? sug. hacerv =7y’

a
s) =2 = (xy® -1y

1

ce *—1"

c—x2"

R.y(x) = (x + % + cez")_l/z.
t) x3y =2x%y+y3.
R.x* = y%(c — x2).
3. Resuelve el problema de valor inicial.
a) t% +x = (tx)%/?,x(1) = 2.
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3
Rx2=_2tza 4 (ﬂ) t1/2,
2 2

x ot

b) -5 =2 x(1) =1

) t% = 2x + 2t%, x(2) = 8.
R.x(t) = t* — 2¢t2.

d) [x—3(et + D?ldt + (
R.x(t) = (et + 1)2.

e) xZ% =2xy +3y% x(1) =

et+1
et

)dx = 0,x(0) = 4.

1
Lax 3 :
f) xzz+2x2 =3 conx(0) = 1.
2

R x(t) = (g -2 e‘3t)§.
, 1
g) y =_1f;2_xy2; Y(O)=E
1
RyW =T
h) & Iy =2x% = 2px4,
dt 3 3 3

i) x? = —(tx — t3)x".

3.6 ECUACION NO LINEAL DE RICCATI

Definicion 3.3. A la ecuacidén no lineal de la forma

2 — Ay + By + C(x) Q)
se denomina ecuacidon diferencial de Riccati.

Cuando A(x) = 0,Vx € {a, b) se trata de una ecuacién lineal; cuando C(x) = 0,
se trata de una ecuacién no lineal de Bernoulli. Supongamos conocida una soluciéon
fo(x), entonces el cambio de variable

y=folx)+u
la transforma en una ecuacion de Bernoulli con n = 2, de manera que el siguiente
teorema nos da las pautas para transformar a una ecuacién lineal.

Teorema 3.4. En la ecuacion

d
d—z = A(x)y? + B(x)y + C(x), r)
si fu(x) es una solucidén cualquiera de esta ecuacion, entonces la transformaciéon
1
y = folx) + >

reduce la ecuacién (r) a una ecuacién lineal en v.
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Demostracion. Tenemos la ecuacion,
d
Y = A@y? + By +C () ™)
Si fy(x) es una solucion de la ED (), entonces satisface la ecuacion (r), es decir,

< [fo@] = AWM + B +C() (1)

. 1 .
de la transformacién y = fy(x) + - derivando respecto a x

2= @] -5 (r2)
y reemplazando () en (r;) se obtiene
L @] - 5% = 40 (o0 +2) +B@ [+ + cw,
L Ifo(0] = 522 = AT + B fo(x) + C(x) + 22040 1 200 50

se reduce a
2+ 2400 fo () + B@)]v = —A(x)

que es una ecuacioén lineal en v.m

La ecuacion de Riccati, cuando se conocen mas soluciones, presentan
propiedades que facilitan la busqueda de otras soluciones.
Teorema 3.5. Sean f3, f, dos soluciones de la ecuaciéon de Riccati, entonces su
soluciéon general puede obtenerse mediante una sola cuadratura.
Demostracion. Asumiendo que f;, f, son dos soluciones particulares conocidas.

f()-vf(x)
1-v

Efectuando el cambio de funcién y = se reduce a

v (fi(x) = f(x)) = A@V[fi(x) — L(x)]* =0
que es una ecuacion de variables separables, es decir
d
Z = A (fi(x) = fo(x))dx
y, mediante una cuadratura se obtiene

Lnv = [ A (fi(x) — fo(x))dx + k

de manera que se tiene

v = cexp{[ A (fi(x) — f(x))dx},
y por lo tanto la solucién general de la ecuacion de Riccati es
y = fl(x)—vfz(x). -

1-v
Teorema 3.6. Sean f;, f5, f3 tres soluciones particulares de la ecuacion de Riccati,
entonces la solucion general se obtiene sin necesidad de ninguna cuadratura.

Demostracion. Aplicando la transformacién y = f3(x) + - se obtiene la ecuacion

lineal de primer orden,
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v+ [B(x) + 2A(x) fs(x)]v + A(x) =0, (1)
las otras dos soluciones particulares nos proporcionan dos soluciones de esta
ecuacion lineal (1), esto es,
vy = [fi(0) = (017, v2 = [L(x) — ()]

La ecuacion lineal tiene como solucion a

v=c(v;—vy)+1,

v—=v .
entonces v—l = ¢, es decir

1~ V2
Y-A®) -G _
y=f3(0) " f2(0)~-f1(%)
Ejemplo 27. Halle una familia uniparamétrica de soluciones de la ecuacién de

c.m

Riccati
Z-(-ny'=@x-Dy-x
dando como solucién f,(x) = 1.

Soluciodn. Se verifica que f,(x) = 1 es una soluciéon de la ecuacién, mediante la
transformacion

y=1+;,
se obtiene
1 dv 2 1 1
-0 (1424 5) =@r-D(1+3) -«

v2dx

que se reduce a la ecuacion lineal

dv

—tv=x-—1,

dx
por lo tanto, la solucién general es

v=x—2+ce .
Finalmente, la solucién de la ecuacién de Riccati se expresa por
1
y=1+

ce X+x-2'
Ejemplo 28. Calcule la solucidn general de la ecuacién de Riccati

¥’ =§+x2y2 —x*
siendo una solucion particular fy(x) = x.
Solucion. Es obvio que f,(x) = x es una solucidn, por lo que el cambio

1
=x+=-
y v
i . . . , 1 dv
lo convertira en lineal, es decir siendoy” =1 — i resulta
dv 1
—+ (—+ 2x3) v =—x?,
dx x

con el factor integrante
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x4

1
u(x) = exp (f;+ 2x3)dx =xez

se obtiene la solucién

xezv =—[x3e2 dx +
4
1 c X
v(x)=——+-e 2
(x) vl )

finalmente, la solucién general es
X
yx)=x+——073. =

—tce 2
Observacion. Con este cambio, la f;(x) nunca puede quedar integrada en el
resultado de la solucién general para ningtn valor de la constante c, puesto que
no puede corresponder a ninguna solucién de la ecuacién en v, x. Pero claro, f,(x)
aparece como limite de la solucidn general cuando ¢ — co.
Ejemplo 29. Encuentre la solucién general de la ecuacion de Riccati

y = —y?senx + 2tanx. senx,
sabiendo que f,(x) = secx es una de sus soluciones.
Solucion. Es obvio que f;(x) = secx es una solucion, por lo que el cambio

y = secx +%
la convertira en lineal. La ecuacion que resulta es
% + (—2secx.senx)v = senx,
que tiene un factor integrante
u(x) = cos?x,
entonces la solucién sale de
% (vcos?x) = senx. cos®x
vcos?x = [ senx.cos?xdx + c,
la solucién es

cosx
v(x) = -+ sec?x,
y, deshaciendo el cambio, se obtiene finalmente
3
y(x) = secx + 3csecZx—cosx
Ejemplo 30. Resuelve la ecuacién
ay _ _ 4 _ Y2
dx ~ x2 x ty5
2 L, :
donde y;(x) = —esuna solucién particular.
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Solucion. Es una ecuacién no lineal de Riccati, para resolver hacemos un cambio
de variable de la forma,

y=-+tu,
donde
dy _ _ 2 , du
dx ~  x2  dx

que reemplazando en la ED se obtiene,
2 du 4 12 2 2
—ota=w )+ Gru),

., . du -3
se reduce a la ecuacion de Bernoulli = + (7) u=u?

ahora haciendo v = u~?! con
dv —2du
dx dx’
esta ecuacion se reduce a una ecuacion lineal
dv 3
—+-v=-1
dx + x !

con el factor integrante u(x) = exp (f zdx) = x3,

3 1

X - —
U=—Z+CX , perov=u -,

1 —

— X _
entoncesu™" = —3 +cx 3

, es decir

-1
u= (—£+ cx‘3) .
4

Por lo tanto, la solucion general es

_2 ( x _3)‘1
y==-+|—+cx .u
x 4

Obsérvese que en este problema se usé dos transformaciones, lo cual no es
. : : : 1
necesario, se recomienda aplicar directamente y = f;(x) + >

Ejemplo 31. Encuentre la solucién general de la ecuacion
y +y*=1+t%
siendo y = t una de sus soluciones.

Solucioén. Es una ecuacion de Riccati, mediante la transformacion

y=t+§ yy =1--=

reemplazando en la ecuacion se obtiene,

2
__1lav 1 2
1 vzdt+(t+v) 1+t

es decir la ecuacion lineal en v

d
L _2tv=1,
dt
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mediante el factor integrante
u(t) = exp(f —2tdt) = et

se obtiene la solucion

ety = fe‘tz dt +c,
luego v = et’[[e~t" dt + c]
de manera que la solucién general es

1
YO =t

Ejemplo 32. Calcule la solucién general de la ecuacién de Riccati
r_ 342, 1.2
y=xT+y -2y
sabiendo que posee una solucién que es un polinomio.
Solucién. Se puede verificar que f,(x) = x? es una solucién por lo que el cambio
_ 2,1
y=x°+ "
lo convertira en lineal
L, (2 1
u + (——Zx)u =-
X X
con factor integrante
2

u(x) = exp (f%— Zx) dx = x%e™*
luego,
x2e™ u = [(xe™)dx +c = _716"‘2 +c

con solucién

1 _ .2
u=-—-x 2 4 cx"2e*

y, deshaciendo el cambio, se obtiene finalmente

x2

y=x%+ eontl
PROBLEMAS 3.5

1. Resuelve las ecuaciones diferenciales, utilizando la soluciéon dada:

a) xy'+y=y%n(x).

b) % = (1 —t)x?*+ (2t — Dx —t,x,(t) = 1.
Rx(®)=1+4+@—2+ce®)™
E

¢) = —8tx? +4t(4t + Dx — (8% +4t* — 1), x,(t) = t.
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Rx(t)=(2+ ce‘“z)_1 +t.

d) Z—z =2—2xy +y?% y,(x) = 2x.
-1
R.y(x) = 2x + e* (c - f;)etzdt) .
@ _ A Y2 -2
e) dx_ x2 x+y'}’1(x)—x-

_2 X\
R y(x) = ~+ (cx 4) .
Resuelve la ecuacién y" + xy — (2x2 + 1)y + x3 + x — 1 = 0, sabiendo que
tiene una solucién particular y, (x) = x.
1
R. y(x) =x+ m .

Halle una solucién de la ecuacién diferencial (x2y? + 1)dx + 2x2dy = 0 que

seadelaformay = g.

R.y=l.

X

Sealaecuaciény” = y? — %y - 3% (a) determine una solucién de la formay =
x%, a € R; (b) Obtener la solucion particular y = y(x) que cumpla y(1) = 2.
R (2) y(0) = x74, (b) y(x) = =

x(3-x2)"
x—x3 x
4(1+x2)  1+x2

1, sefale el intervalo de continuidad.

3

Resolver la ecuacién y* = y — xy? sujeta a la condicién y(0) =

1 1 1
Ry (x) =2;y() =t X € (=00, +0).

3.7. ECUACION NO LINEAL DE CLAIRAUT

Es una ecuacion llamada asi en honor a Clairaut*, quién fue el primero en

estudiarla. Se resuelve mediante una sustitucion simple, lo interesante es que esta

ecuacion tiene una familia de solucién general y una solucién singular que no

pertenece a la familia de soluciones. Un especial interés la solucién general es una

familia de rectas (se puede generalizar) ademas se tiene la envolvente; es decir, es

la curva cuya tangente estan dadas por la familia, en este caso es una solucion

singular de la ecuacion de Clairaut

*Alexis Claude Clairaut, Astronomo y matematico francés (1713-1765). Entre
otras, su campo de interés fueron las ecuaciones diferenciales, las ecuaciones en
derivadas parciales, la teoria de superficies, en 1734 se intereso por una ecuacion
que actualmente lleva su nombre.
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Vamos a deducir como obtiene esta ecuacién, tiene que ver con rectas
tangentes. Consideremos una funcién real de variable real g:D c IR — IR, si
(x9, f(x0)) € D, entonces la recta tangente a la curva en el punto es

y—9g(x0) = g' (x)(x — xo)
: -

/

/ Tangentes

Figura 3.1: Concepto de derivada y recta tangente.

La ecuacion representa a una familia de rectas tangentes con constantes x, = c,
si g'(x) = y se escribe

y—g=y'(x—o),
entonces es posible encontrar una ecuacion diferencial donde la solucién general
sea esta familia de curvas. Si y" = g'(c) y g'(x) tiene una inversa cerca de c,
entonces ¢ = f(y'). Por tanto, la ecuacion de la recta tangente se escribe

y=xy'+f").

Definicion 3.4. Una ecuacion diferencial de primer orden F(x,y,y') =0 que
puede escribirse en la forma
y=xy'+f(") (1)
se denomina ecuacion de Clairaut, donde f(x) es una funcién continuamente
derivable.
Teorema 3.7. La ecuacion de Clairaut y = xy’ + f(y") donde f (x) es una funcién
derivable tiene como solucién general y = cx + f(c) y como solucién singular a
x=—f"(p)
y=-pf'(®)+f®).
Demostracion. Hacemos la sustitucion y' = p y la ecuacién dada se escribe y =

xp + f(p), derivando respecto a x

dy _ ()% 4 2P
dx_p+f(p)dx+xdx

Como y' = p,entoncesp =p + f'(p) 3—2 + xZ—Z simplificando se obtiene
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[+ £/ @) = 0.

Se tiene dos casos:
. d .
i)  Suponer que x + f'(p) # 0, entonces ﬁ = 0, es decir p = c es constante

arbitraria. Sustituyendo en (1) se obtiene la solucién general y = cx + f(c).
ii) Six+ f'(p) =0 podemos obtener una solucién “extra” que no es miembro

de la familia uniparamétrica de soluciones. Esta solucion “extra” se llama,

normalmente, solucion singular,

x =—f"(p)
y=-pf' () + (),
que representa las ecuaciones paramétrica de una curva considerando a p
como parametro.

Ejemplo 33. Resuelve la ecuaciéon
y = px + p? dondep = Z—z.
Solucién. Vemos que es una ecuacion de Clairaut, derivando respecto de x,

dp
dx

de donde, (x + 2p)% = 0, suponiendo que x + 2p # 0, se tiene p = ¢, luego la

solucion uniparamétrica es
y=cx+c’im

. .z X .
Por otro lado si x + 2p = 0 buscamos una solucién “extra”, p = — e decir
dy x
dx 2’
./ x?2 . . Lo
la ecuacién y = — — hoesun miembro de la familia, es una solucion singular es la

envolvente donde precisamente las rectas y = cx + c? son tangentes a esta

parabola. La grafica 3.2 muestra algunas de estas curvas.
¥
o< N i > 30

£ [

2
Figura 3.2: Envolvente y = — % y las rectas tangentes y = cx + c2.
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Ecuaciones dilerenciales ordinarias aplicadas |

Ejemplo 34. Resuelve la ecuacion y — xy' = /1 + (y")2.
Solucion. Haciendo y’ = p se obtiene y = xp + /1 + p?, luego derivando

respecto a x se obtiene

dy dp p dp
—=p+x—+ —
ax P dx 1+4p2 dx’

d d -7
Ly P %P estoreduce aunaecuacion
dx 1+p? dx

pero como y' = p entoncesp =p + x

d
x + —2 L)
J1+p?/ dx
Ocurren dos casos:

. d ., .
1) Si ﬁ = (, entonces p = ¢, y la solucién general seria

y=cx+ V1 +c2,
2) Six+ \/ﬁ? = 0, entonces la solucidn singular es
*= 1_pr
y= If;+ T+p2= 1;2. (t2)

Las ecuaciones (t;) son soluciones paramétricas, aqui p representa al
pardmetro, y anulando el pardmetro se obtiene un circulo de radio uno x% + y? =

1, en la figura 3.3 se muestra alguna de las rectas tangentes al circulo.
¥
%

R Y
Figura 3.3: Rectas tangentes y = c¢x + V1 + c2 y envolvente x2 + y% = 1.

Ejemplo 35. Resuelve la ecuaciéon y — xy' = ziy'
Solucidn. Haciendo y' = p se obtiene y = xp + %, luego derivando respecto a x

se obtiene
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dy dp
—_— X —
dx p dx

d
pero como y' = p entoncesp =p + xd—p

a dp .z
— ——esto reduce auna ecuacion
x  2p?dx

a\d
(5=
2p</) dx

. d ., ,
Si ﬁ = 0, entonces p = ¢, y la solucion general seria

Ocurren dos casos:

y=cx+i

. a .7z .
Six— Py = 0, entonces la solucidn singular es

a
X =

2p?

de donde la envolvente es y? = 2ax . m

PROBLEMAS 3.6

Resuelve las ecuaciones diferenciales:
a) y=xy' + "%

b) y=xy'+ Ziy’ , a es constante real.

Ry=cx+ %, la envolvente y? = 2ax.
A y=-0"N*-yH?*=0.
d) y=2xy' +sen(y’).

9 y=x(®)-()"

R.y =cx —c5.
ay\? o _ ()} g 2
fJ Z(dx) y_(dx) x —8x
R.2¢2%x%y = ¢3x* — 8x2.
g y=xy' -2
2
R.y=px—2p2,y=%.
h) y=2xy'+In(y").
. _ s, b
i) y—yx+y.
R.x=p%,y=%,y2=4bx.
d) y = xp — tan(p) dondep=3—z

day

) — 2 _ %y
e) y—xp= 1+p,p—dx
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v —pP =
fxp—y=eP, p=_"

9v-r2=1-n(2)

2
h)y = (%) tan(x) — (%) sec?(x), sugerencia: hacer p = sen(x).

3.8 ECUACION DE LAGRANGE

Las ecuaciones de Lagrange* y Clairaut son dos casos particulares de un tipo de
ecuacion no resueltas respecto a la derivada. Para tener una idea.
Ecuaciones resueltas a la derivada

y'=fxy) (1)
Ecuaciones no resueltas respecto a la derivada,
y=fxy) x=@wy). (2)

Para las ecuaciones del tipo (1), hay variados métodos para resolverlo. En el
tipo (2), llegamos a que no es posible despejar dicha derivada como en (1),
entonces si se tendria que despejar alguna de las otras dos ya sea funcién de la
variable dependiente o la variable independiente. Para encontrar el tipo de
solucién, tendremos como resultado de resolver cualquiera de los dos tipos de (2),
se requiere resolver para una solucién general y = f(x,y'), se escribe esta

ecuaciéon empleando un parametro p(x) =y’, Z—i/ =y' y su diferencial dy =
p(x)dx, asi obtenemos la solucién de la ecuacién original en forma paramétrica,
x =g, c)y = fle{). (3)

Definicion 3.5. La ecuacién diferencial de la forma

y=xf(y)+90",
donde f(y") # y', se denomina ecuacion diferencial de Lagrange.
Nota: Las funciones f, g son funciones unicamente de la variable y'. La ecuacién
diferencial de Clairaut (f (y") = y'") si es un caso especial de la ecuacién diferencial
de Lagrange, donde f es la funcién identidad.

*Joseph Louis de Lagrange, Astronomo y matematico francés, de origen
italiano, tuvo aportes muy importantes, escribi6 una obra llamada
Miscellanea taurinensia, resultados sobre una ecuacion diferencial general
del movimiento rectilineo, y la solucién a muchos problemas de dinamica,
tratados de astronomia y sobre mecénica analitica.

Teorema 3.8. La ecuacion de Lagrange y = xf(y") + g(y') donde f(y') # ¥/,
tiene como so como solucién paramétrica
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{ x =x(p,c)
y=x@of+g@)’
Demostracion. Dada la ecuacién
y=xf@)+g0")
haciendo y" = p con lo que obtenemos
y=xf(p)+4g() (4)
derivando en ambos miembros respecto a x,
! A A d !

p=f@+f'®)+g @I, =p

donde al escribir

p—f®) = [xf' ) + g ],
de aqui se resulta que tenemos una ecuacion lineal
dx f'®) 9'®)
w~ Gre)* =350
se puede resolver buscando un factor integrante, nétese que para f(p) = p, se
anula el denominador, pero en tal caso obtenemos la ecuacién de Clairaut. Por
tanto, la solucién de la ecuacién lineal saldra x en término de p, es decir,
x =x(p,c).
La solucion general en paramétrica de la ecuacion de Lagrange se obtiene
sustituyendo en (4),
x =x(p,c)
{y =x(p,f(P)+g@
Ejemplo 36. Resuelve la ecuacidon diferencial

) p parametro. m

y=x(y)? -y
Soluciodn. Se trata de la ecuacién diferencial de Lagrange, haciendop =y’ = %, la
ecuaciéon queda
y=xp’—p, (a)

aplicando la derivada % = p resulta
y'=p*+2xpp’ - p,
d
p=p>+Qw-1D

lo cual es lineal de la forma

dx 2 1
wt (5) =5
su factor integrante es u(p) = exp (fﬁdp) = (p — 1)2. Luego la solucién en x,

p_ln(p)+c (b)

x(p) = (p-12% °
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Ecuaciones dilerenciales ordinarias aplicadas |

que sustituyendo en (a) se obtiene

p—In(p)+c
y= (W) p’-p (o).

Por tanto (b) y (c) forman soluciones paramétricas de la ecuacion diferencial.m
Ejemplo 37. Resuelve la ecuacidon diferencial
y=x(y)*+ )2
Soluciodn. Se trata de la ecuacion diferencial de Lagrange, haciendop =y’ = Z—z, la
ecuaciéon queda
y =xp®+p?, (a)

aplicando la derivada % = p resulta

y' =p*+ 2xpp’ + 2pp’,

p=p?+Qxp+2p) L

dx 2p 2
— — > X = —
dp p-p 1-p

x(p)=—-1+

lo cual es lineal de la forma

la soluci6n en x,

c
(p-1?%
del sistema

y(p) = xp* + p?

14+-<

que obtiene la solucion general

y(x) = (c+Vx + 1)2. n

PROBLEMAS 3.7

Halle la solucién general de las ecuaciones diferenciales.
a) y=x+0ON2-20"%
R. Paramétrica x = c—p%;y = ¢ — §p3, solucién implicita 4(c — x)3 = 9(c — y)2.
b) y=2xy' +In(y").
c 1

2
R.x=p—z—;;y=?c—2+ln(p).

A y=x+y =30~
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Dr. Riberio Emesio Gutiérrez Bortla

R.x(p) = —6p —5In(p — 1) + ¢; y(p) = =5p — 3p? — 5In(p — 1) + c. Ademés de
estas, a partir de p = 1, se obtiene en y = x + p — 3p?, la solucién singular y = x —
2.

d) y=x("*-y"

e) y=x()*+ ()%

kK%
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CAPITULO I 4‘

APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DE
PRIMER ORDEN

4.1 INTRODUCCION

Es una realidad, una cosa permanente en nuestro universo es el cambio, podemos
verlo porque nos sucede a todos, apenas uno empieza a comprender algin tema,
cuando este ya esta cambiando. Justamente este cambio o evolucidn corresponde
a la ciencia estudiarlo, principalmente con las herramientas matematicas, sobre
todo ya estamos pensando en la derivada de una funcién. Los procesos pueden
tener cierta complejidad, existen manera para establecer relaciones para
construir ciertos modelos matematicos donde queda involucrado las ecuaciones
diferenciales.

Se estudian una variedad de modelos representativos en diversos campos y
que estan asociados con las ecuaciones diferenciales de primer orden, en lo
posible se busca explicaciones racionales y sistematicas de sus procesos. Es
comprensible saber que para modelar algo, hay que seguir ciertos
cuestionamientos: conocer la situacion real del problema, plantear la abstraccién
(modelo), resolver el modelo y, aplicar el modelo estudiando las variables que
intervienen. El propdsito es describir el comportamiento de algin sistema o
fenémeno de la vida real, puede ser sociolégico o econémico, entonces se inicia
con un conjunto de conjeturas, expresar las suposiciones en términos de
ecuaciones diferenciales, lo cual es una formulacidn matemadtica, finalmente
resolver las ecuaciones para obtener soluciones, mostrar las predicciones de ser
posible graficamente (Dennis, 1988).

Cuando se establece un modelo fisico, en general interviene la variable tiempo
t, asi la solucién refleja el estado del sistema, los valores de la variable
dependiente (depende del tipo de modelo), para valores apropiados del tiempo t
describe al sistema en el presente, pasado y futuro.

La solucion tiene que ver con ecuaciones lineales y no lineales, separable, entre
otros y, son aplicados en las ciencias como en las ingenierias, medicina, economia,
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psicologia, investigacion de operaciones, fisica, biologia, administracion, quimica,
matematica, mecanica y astronomia.

4.2. TRAYECTORIAS ORTOGONALES

En fisica, en un campo eléctrico bidimensional las lineas de fuerzas y las curvas
equipontenciales son trayectorias ortogonales entre si. Una aplicacion elemental
de las trayectorias ortogonales se puede ver, si se tiene un iman y se han esparcido
limadura de hierro entorno de él, entonces las lineas de fuerza y las curvas
equipontenciales son ortogonales.

Definicion 4.1. Sea

F(x,y,c)=0 (t1)
una familia de curvas en plano XY; cuando una curva corta a las curvas de la familia
(t1) en dngulos rectos se dice que son trayectoria ortogonal a (t1).

Se entiende la ortogonalidad de curvas en el sentido que cuando se intersectan
en los puntos de corte sus rectas tangentes son perpendiculares entre si.

<,

Figura 4.1. Trayectorias ortogonales

Explicamos el procedimiento para hallar las trayectorias ortogonales:
1. Enla familia (t1), diferenciamos implicitamente respecto de las variables x, y.
Luego eliminamos la constante ¢ € IR, asi se obtiene la ecuacién diferencial

2= f(x,y) (t2)

2. Dado f(x,y) describe la pendiente de una recta a la curva en el punto (x,y),
1

bajo el concepto de ortogonalidad de rectas, se sustituye f(x,y) por — )

entonces la trayectorias ortogonales es la ecuacidén diferencial
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dy _ 1

dx — f(xy) ()

3. Se resuelve la ecuacion (t3) y se obtiene una familia de curvas ortogonales

G(x,y,k) = 0, con k constante arbitraria.
Ejemplo 1. Halle las trayectorias ortogonales de la familia de curvas x? + y? —
2cx = 0.
Solucidén. Cuando se escribe (x — ¢)? + y? = ¢?, vemos que las curvas son familia
de circunferencias con centro en (c, 0) (en el eje X) y radio c.

Hallamos la ecuacién diferencial asociada, derivando implicitamente

2x + ZyZ—i =2c
que reemplazando en la ecuacion diferencial para eliminar la constante ¢
x2+y?=(2x+ ZyZ—Z)x

de donde la ecuacién de la familia de curvas es

dy _ y?-x?
dx 2xy
Planteamos la ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales como,
EX-— _ 2xy
dx ~ y2—x?

como se trata de una ecuacion homogénea, hacemos el cambio u = % , es decir

(y = xu) de manera que se transforma en

du 2u
u+ X T 1o
u?)
Separando variables queda (1+ e dz d X,
integrando

f(l — )du—f dx + c,
Inlul — In|1 +u?| = In|x| + ¢ conc # 0,

> = cx, pero como responde al cambio u = % se escribe como

A

x2+y?

Por tanto, las trayectorias ortogonales son también familia de circunferencias

con centro en el eje Y, agregamos como solucién de equilibrio (u = 0) a la recta
y=0.m

= ¢ es decir x? + y2 = ky siendo k # 0.
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G bky — &8

Fixg.ch =8

A

Figura 4.2. Trayectorias ortogonales, familia de circunferencias.

Ejemplo 2. Encontrar el conjunto de trayectorias ortogonales a la familia de
curvas xy = c.

Solucion. Las curvas son familia de hipérbolas equilateras (ver figura 3),
derivando implicitamente se obtiene

xdy +ydy =0,
y la ecuacién diferencial se expresa por
@ _ Y
dx X
Entonces la ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales se escribe
dy _x
ax  y’

lo cual es una ecuacion separable ydy = xdx, integrando en ambos miembros
[ydx = [xdx+c
de donde se obtiene que el conjunto de las trayectorias ortogonales es también la

familia de hipérbolas x? — y? = k, con k constante arbitraria. m
.

Figura 4.3. Trayectorias ortogonales familia de hipérbolas.
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Ejemplo 3. Escribe las trayectorias ortogonales de la familia de curvas cx? + y? =
1.

Solucién. Si ¢ > 0, las curvas son familia de elipses con centro en el punto (0,0),
cuando ¢ < 0 las curvas son familia de hipérbolas.

De la ecuacién cx? + y? = 1 derivando respecto a x

o_ =
dx y’
1—y2 . 7
peroc = P entonces se obtiene la ecuacion
d 1-y?
&2 _ (1)
dx xy
la ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales es
a X
& (2)
dx 1-y2

2
la ecuacion (2) es separable flTydy = [xdt+c

., y2  t?
con solucién Ln|y| — =516

es decir, las trayectorias ortogonales son
1
y = keE
Ejemplo 4. Halle las trayectorias ortogonales de la y? = cx3 donde c es constante.
Solucidn. Consideramos la familia de curvas

2

y

derivando implicitamente se obtiene

2 2
"+ siendo k = €. m
= cx3,

2
ZyZ—z = 3cx? dondec =L

x3
luego
@ _3y
dx  2x’
entonces la ecuacion diferencial de la familia de curvas ortogonales es
dy -1 __ =2x

=T ey

separando variable

[3ydy = — [ 2xdx + k
% yi=—x*+k
por lo tanto, la curva ortogonal es una familia de elipses

3y24+2x2=c.m

Ejemplo 5. Halle un miembro de la familia de trayectorias ortogonales de x + y =
ce” que pasa por el punto (0,5).
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Solucidn. Consideramos la familia de curvas

x+y=ce?,
derivando implicitamente para obtener la ecuacion
dy _ 1
dx x+y-1’
la ecuacidn de la familia de curvas ortogonales es

d—y=—(x+y—1),

dx
esta ecuacion es lineal
dy
—+y=—-x+1
dx y
con factor integrante u(x) = e* se obtiene la solucién general
y=2—x+ce™,

en el punto (0,5) resulta ¢ = 3, por lo tanto la curva ortogonal en este punto es
y=2—x+3e*.m
Ejemplo 6. Determine un miembro de la familia de trayectorias ortogonales de
3xy? — 2 = 3cx que pasa por (0,6).
Solucién. Derivando de manera implicita la ecuacion se obtiene
d
3y2 + 6xy£ = 3¢,

reemplazando en la ecuacidén para eliminar la constante, la ecuacion diferencial

es
dy 1
dx 3x2y’
luego la ecuacion diferencial de la trayectoria ortogonal es
dy 2
— = 3x
dx Y

que resulta una ecuacién separable, integrando
fdy—y = [3x%dx + k de donde y(x) = ce*’, ¢ € IR.
Aplicando la condicién y(0) = 6 resulta ¢ = 6. Por lo tanto, la curva buscada es

y(x) = 6e*’.m
PROBLEMAS 4.1

1. Encuentre las trayectorias ortogonales de cada una de las familias de curvas:
a) De lafamilia de parabolas y = cx?
R.x2+2y% =k, (k> 0)
b) De la familia de circunferencias x? + y? — 2cx = 0
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R x?+y2—kx=0.

c) De la familia de hipérbolasxy —c =0,
R.y? —x? = 2c.

d) y?=1-cx?
R.x%2 +y? =In(y?) + k.

e) y=ce ™

R. v x =k.
? cx

f) y=1-~
R.3y2+3x%+2x = k.

g) x*+y*=k
R.y =cx.

h) y?2 —cx3 =0.
R.2x%+3y% =k.

i) x2+y?—kx3=0,
R.y3+x2y =c.

) y?=2c(x+c).

k) y—x+1=ke™,
Ry—x=1-ce™.

1) De la familia de circunferencias que son tangentes al eje Y en el origen.
R.x%2+y2=cy.

2. Demuestre que las curvas definidas por x = t3, 4 = t2 4+ 3x? son ortogonales
en su punto de interseccion.

3. Halle la trayectoria ortogonal de la familia x(t) = ce~tcos(t), y(t) =
ce tsen(t).

R. x(t) = ketcos(t), y(t) = ketsen(t).

4. Halle un miembro de la familia de trayectorias ortogonales de 1 + 2cx = 3xy?
que pasa por (0,3).

5. Encuentre la curva que pertenece a la familia de trayectorias ortogonales de
la familia de curvas y = ce¥ — x que pasa por el punto (0,3).
Ry(x)=2—x+e™

6. Encontrar la curva que pasa por el punto (1,1) y corta a las parabolas
semicubicas y? — kx3 = 0 en angulos rectos para todos los valores de k.
R.2x? +3y%? =5,
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4.3. ORTOGONALIDAD EN COORDENADAS POLARES

Dada una familia de curvas en coordenadas polares de la forma
a(8) = (r1(8)cos(6),m1(6)sen(6)) . (s1)
Para encontrar una familia ortogonal a (s1) se asume otra curva también en
coordenadas polares,
B(0) = (r2(8)cos(6),12(0)sen(H)) . (s2)
Ahora hacer que se cumpla la condicién de ortogonalidad (sus vectores
tangentes), es decir (a'(8),8'(8)) = 0 = a'(0).5°(0),
donde
a'(0) = (r{(8)cos(0) — r,(0)sen(0),r{(8)sen(8) + r,(8)cos(H))
B'(8) = (13(8)cos(8) — rp(0)sen(8),r5(0)sen(8) + r,(8)cos(6)),
haciendo operaciones y simplificaciones se obtiene (a'(8),B8'(6))=10 si
solamente si r{1r, = —r;y1y; pero, en la interseccion los radio vectores son iguales,

esto esr; = 1y, luego lo que quiere hallar,
2

r
li 1
T, = ——
2 r1”

de donde se deduce el siguiente método para obtener la familia de curvas
ortogonales a una familia de curvas dada en coordenadas polares. La ecuacion
diferencial de la trayectoria ortogonal esta dada por,

dar r2

= (p)
basta reemplazar en (p1) la funcién r’ (habiendo anulado la constante arbitraria),
luego resolver esta ecuacidn ya se tiene la otra familia ortogonal.
Ejemplo 7. Halle la ecuacion de las trayectorias ortogonales de la familia de
circunferencias r = csen(6).
Solucion. Las curvas son familia de circunferencias con centro en el eje Y;
entonces derivando respecto de 6 se obtiene

r' =ccos(0) y r = csen(0)

cos(8 ‘s .
donde ' = r<2® |5 cyal reemplazamos en la ecuacion de la familia ortogonal

sen(0)
ar_ _rr_ __r_
do - ! - rcos(G)
sen(0)

es decir
ar _ -rsen(0)
de ~  cos(8) ’
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Ecuaciones dilerenciales ordinarias aplicadas |

separando variables e integrando [ % = _Csjsrzg) d6 +c¢, de donde las
trayectorias ortogonales son también familias de circunferencias con centros en
el eje X,

r(0) = kcos(6). m

[ r—gsen(6)

Figuras 4.4: Familias de circulos ortogonales.

Ejemplo 8. Hallar la ecuacion de las trayectorias ortogonales de la familia de
espiralesr = kf,conr >0 y0 < 6 < 2m.

iy . . d
Solucidon. Derivando respecto de 8 se obtiene é =kyk= Z entonces

6
r_4r_r
==y (D
Planteamos la ecuacidn diferencial de la familia de curvas ortogonales,
dr -r?
E - rl (2)
se sustituye (2) en (1) y queda
dr —r?
—_— === —Tg,
ae 7
separando variables e integrando resulta
1
In|r| = —592 + k,

Por tanto,
—92
r(@) =cez con0 <6 <2m.m

Ejemplo 9. Halle la ecuacién de las trayectorias ortogonales de la familia
r =c(1 — sen(6)).
Solucién. Derivando con respecto de 8 se obtiene
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ar _ —ccos(0) y r = c(1 —sen(0)

e

donde

ar _ rcos(6)

de = (1-sen(9))
es decir

de _  (1-sen(6))
r ar cos(8) - tan(('ol)
Se cumple la ortogonalidad si tan(¢;). tan(¢p,) = —1, luego la trayectoria
ortogonal es
ﬁ __ cos(8)

r - )y
dr 1-sen(6)
separando variables e integrando

dar 1- sen(G)
f =[—= w0s(0) do + c,

de donde las trayectorias ortogonales sonr = k(1 + sen(6)).m

PROBLEMAS 4.2

1. Demuestre que dos curvas de ecuaciones polares r = f;(8) y r = f,(0) son
ortogonales en un punto de interseccion si y sélo si (tan(fpl)). (tan(<p2)) =
-1.

2. Halle las trayectorias ortogonales de la familia de curvas.

a) r = 2kcos(0).
R.7 = csen(6).

b) r =c(1—sen(h))
c) r=c(1—cos(H)).
R.7 = k(1 + cos(6)).

d) r = kcsc(6).
R.7r = ksec(8).

e) r—ce? =0.

f) 72 = kcos(20).
R.72 = csen(20).

g) r = csen(0).
R.r = kcos(0).

h) r = c(3 + sen(0)).

i) r= =
" 1+cos(6)
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4.4. TRAYECTORIAS OBLICUAS

Definicion 4.2. Sea
F(x,y)=c (01)

Una familia de curvas, se denomina trayectoria oblicua a la familia (01) a una curva
que corta a la familia (01) formando dngulo distinto de 90°.

Seguimos el siguiente procedimiento para encontrar las trayectorias oblicuas:
De la familia

F(x,y,c) =0 (01)
diferenciando y eliminando la constante arbitraria ¢ se obtiene la ecuacién
diferencial
2= f(x,y) (02)
aqui f(x,y) que es la pendiente de la recta tangente en el punto (x, y), de manera
que la recta forma un angulo de tan™1[f(x, y)], (ver figura 4). La recta tangente a
una trayectoria oblicua que corta a esta curva formando un angulo a tendra
entonces un angulo de inclinacion
6 = tan™'[f(x, y)] + a — 180,
Por tanto, la pendiente de la trayectoria oblicua es
tand = tan(tan™[f(x,y)] + a)
— f(x,y)+tana
1-f(x,y)tana’

Se describe la ecuacion diferencial de la familia de trayectorias oblicuas,

Se resuelve la ecuacion (03) para obtener una familia de curvas de trayectorias

oblicuas
F(x,y,k) =0
con k constante arbitraria.
’- .
?-,\.
e
ra:i#?.r‘r)
T o ~—
7 N X

Figura 4.5. Trayectorias oblicuas.
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Ejemplo 10. Halle la familia de trayectorias oblicuas que corta a la familia de
rectas y = cx formando un angulo de 45 grados.

.. . . . d ) .
Solucién. Derivando la ecuacién y = cx se obtiene =% = ¢, es decir la ecuacién
dx
diferencial
dy y T
= === f(x; a=-
Lo fy)ya=

La ecuacion diferencial de la trayectoria oblicua se escribe

dy _ tana+f(xy) _ tan(45)+¥
dx  1-f(xy)tana  1-Ztan(45)

Yy
dy _ 1+;
dx  1-%’

x

como la ecuacidn diferencial es homogénea hacemos v = % que reemplazando se

obtiene
dv 1+v
V+Xx—=—
dx 1-v
y es una ecuacion separable, integrando

1-v dx
f dv=f—+ln|k|
1+v X

arctan(v) — %lnll + v?| = In|x| + In|k|.

y

2
Deshaciendo el cambio v = S se obtiene 2arctan (%) —In |1 + % = 2In|x| +

2In|k|, por tanto la trayectoria oblicua es la familia de curvas
In[k?(x? + y?)] — 2arctan (y) =0.m

x
Ejemplo 11. Determine las trayectorias de 45° de la familia de circunferencias
x?+y?=c,conc=0.

Soluciodn. La ecuacién diferencial de la familia de circunferencias es

vy _ _x _ _ a0
e y—f(x,y) y a = 45°,

La trayectoria ortogonal de las trayectorias oblicuas es
X

dy _ tana+f(xy) _ tan(45)—;

dx 1-f(x,y)tana - 1+§tan(45)

dx 1+
.. . . , _y
como la ecuacion diferencial es homogénea hacemos v = ~que reemplazando se

obtiene
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1
v _ 1=, wv-1

v+x—=—%

dx 1+ v+1

<R

y es una ecuacion separable, integrando
[ 22 dv = — [Z 4 k|
X

1+v2
arctan(v) + %lnll + v?| = —=In|x| + In|k|.

2
Deshaciendo el cambio v=% se obtiene 2arctan (§)+ln|1 +i/—2

—2In|x| + 2In|k|, por tanto la trayectoria oblicua es la familia de curvas
In[k?(x? + y?)] — 2arctan (y) =0.m

x
Observacion: Exponenciando esta solucién se escribe
k2(x? + y?) = exp (—Zartan(%)),
usando coordenado polares x = rcosf, y = rsen8, la solucién adopta la forma
re¥ =c¢
1.

Ejemplo 12. Hallar las trayectorias isogonales a 45° de la familia y(x + ¢) = 1.
Solucidn. Hallamos la familia dada

d - 1-x
& = =Y dondec = y,
dx x+c y
luego,
@ _ 2
dx

por otro lado la ecuacidn diferencial de la familia isogonal es
dy  —y?+tand5°  1-y?
dx  1+y2tan4s5®  1+y2

ecuacion variable separable,

[Y2 4y = fdx + k

1-y?
1 1 _
J.(——l —-;:I-+-;:I)(iy =x+k
—y—Inly—1l+nly+1|=x+k
—1—ce*ty
de donde y:m.

Ejemplo 13. Halle las trayectorias isogonales a 45° de la familia y = ce®* donde
¢ y a son constantes.
Solucidn. Hallamos la ecuacidon diferencial de la familia dada

d
& = cae®™ dondec = -~
dx eax
Luego
dy
— =qa
dx Y
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por otro lado, la ecuacién diferencial de la familia isogonal es
dy _ ay+tan45® _ ay+1

dx 1-aytan45s°® - 1-ay

y es una ecuacion variable separable

[=2dy = [dx+k

1+ay

f(—1+ 2 )dy=x+k

1+ay

%lnlay+1|—y=x+k.l

PROBLEMAS 4.3

Halle una familia de trayectorias oblicuas que corte a la familia dada y un
angulo de dado:
a) y(x) =cx, a =45°

R.r? = ke?®.

b) x(t) = —t + ct?, tan(a) = 2.

2 2 _ i 3t+8x
R.4x* 4+ 3tx + 3t* = kexp (@arctan ( N ))

c) y(x) =cx,a =30°
d) xy+cy=1, a =45°
R.y — 2arctan(y) = x + k.
e) y(x) = ceb*, a = 45°
R.y+%ln|by—1| =x+k
f) x2+y%2=k, a=45°
R.re? =c.
Determine las trayectorias isogonales que se interseque a la familia de curvas
x +y = kx? un angulo a, tal que tan(a) = 2.
R.In(4y? + 3xy + 3x2%) — \/%Arctan (853_;93;) =
Halle la familia isogonal que se interseca con la familia de rectas y(x) = kx, si
tan(a) = 1.
Halle la familia isogonal que se interseca con la familia de rectas y(x) = kx, si
tan(a) = /3.
R. i%Arctun (%) + In[k(x? + y?)] = 0.
Determine la curva que pasa por (e, 0) y corta a cada miembro de la familia
y? = k? — x? formando un angulo de g
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1 2 2 LA
R. > In|x? + y?| ++/3arctan (x) =1.

4.5. TRAYECTORIAS AUTO-ORTOGONAL

Definicion 4.3. Se dice que una familia dada es auto-ortogonal si su familia de

trayectorias ortogonales coincide con la familia dada.
. . k? .
Ejemplo 14.Seala familia y2 — kx — = 0 con k € IR, encuentre las trayectorias

ortogonales.
Solucién. Derivando implicitamente se obtiene la ecuacién diferencial

2
2yy' =k y yz—kx—k:=0
eliminando la constante arbitraria se obtiene —y(y)?—2xy'+y =0, se

comporta como una ecuacion cuadratica para y’, despejando (consideramos (+),
igual se hace para (-)),

;X x%+y?
y =5

La ecuacion diferencial de la familia ortogonal es
ay_ ¥y
dx  x+/x2+y?
al ser una ecuacion homogénea se hace v = % se tiene,
d
v+x—=

v v
dx

14+VT+02
separando variables e integrando en ambos miembros se tiene ln|m | =
In|x| + c,luego deshaciendo cambio resulta \/m = x + k; donde k = e€. Por
tanto, se tiene la familia,

y? — 2kx — k; =0,
que resulta la misma que la familia dada, entonces se trata de dos familias auto-
ortogonales; en este caso, son familia de parabolas con vértice en (_Tk, 0), eje focal
elejeX;sik = Osetienelarectay = 0;sik > 0las parabolas se abren ala derecha,
si k < 0 la familia de parabolas se abren a la izquierda, figura 4.6.
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Figura 4.6: Familia de curvas auto-ortogonales.
PROBLEMA 4.4

1. Demuestre que la familia de parabolas y? — 2kx — k? = 0 es auto-ortogonal.
2 2
2. Demuestre que la familia de conicas % + ﬁ = 1, siendo a una constante es

autoortogonal.

3. Demuestre que la familia de curvas c(c + 2x) = y? es auto ortogonal.
2 2
4. Demuestre que Ct+—2 + xT = 1 es auto ortogonal.

4.6 PROBLEMAS GEOMETRICOS

Las ecuaciones diferenciales ayudan a resolver variados problemas geométricos
que tiene cierta dificultad si lo abordamos con otro método, gran cantidad de
problemas tiene que ver con rectas tangentes y normales, no debemos perder de
vista que el concepto de derivada surge como un problema de las tangentes.
Ejemplo 15. Determine la familia de curvas del plano que verifican que en cada
punto A su recta normal corta al eje X en punto B tal que la distancia de Ba A es
uno.

Soluciéon. No ubicamos en plano XY figura 2. Para resolver el problema
consideramos que y(x) es una curva de la familia y vamos a determinar la
ecuacion diferencial de dicha familia. Fijamos un punto arbitrario (x,y) de la

grafica de y(x), entonces la ecuacion de su recta tangente es y; —y =
1

y'(x)

(x1,y1) son los puntos de la recta; para localizar el punto de corte con eje X,

y'(x)(x; — x), luego la recta normal es y; —y = (x; — x)); en este caso
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hacemos que y; = 0, por tanto el punto de cortees B = (x + yy',0); ademas A =

(%, ¥).
Segun el problema d (B, A) = 1 (distancia de B a A), de alli que,

Va+yy =02 +0-y)?=1,

de donde se obtiene la ecuacion diferencial (yy)? + y? = 1,es decirz—i =+

Jisy?

y

al ser una ecuacién de variable separable se obtiene la solucién

—y/1—y2 =x + ¢ en caso positivo,

J1—y? = x + cen el caso negativo.
¥ %
Normal

\\t

~Tangente

\
s,
N
‘
\,
\

7 B\ .Y

Figura 4.7: Ecuacion de la recta normal a y(x).

Ejemplo 16. Un punto se mueve en el primer cuadrante del plano XY de modo que
la tangente a su trayectoria forma con los ejes coordenados un tridngulo cuya area
es a?. Obtener la trayectoria.

Solucidn. Ver figura, el area del triangulo es
0A.0B
2

(1)
la recta tangente
y=mx+b (2)
con pendiente m cruza al eje Y en los puntos x = — % , ¥ = b, que reemplazando

en (1) se obtiene

de donde b = +av—2m, —2m > 0 (longitud dirigida), y sustituyendo en (2) se
obtiene la ecuacién diferencial
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y = mx + +av—2m,

dy dy dy
==x+ +a /—2— alserm = —=
y dx tx dx’ dx’

d e s . .
al hacerp = d—i se trata de la ecuacion diferencial de Clairaut,

y=uxp+ ta,/—2p (3)

aqui (3) es la familia de rectas y la ecuacion de la envolvente es

2xy =a’. m

Curva

B

Figura 4.8. Recta tangente a la curva.

Ejemplo 17. Determine la ecuacion de la curva de manera que el area limitada por
la curva, dos ordenas cualesquiera, y el eje X es igual a la semisuma de estas dos
ordenadas multiplicada por la distancia entre ellas.

Solucién. Ver figura, sean (a, b) fijo, (x,y) variable, el area bajo la curva acotada
por los eje X, es la integral

X
J, ydx,
luego ajustando a las condiciones se tiene

[Fydx = (22 @ -w),

derivando con respecto a x se obtiene la ecuacion diferencial lineal,
b

' (L) —___b
y x—a y= x—-a’
Al tener un factor integrante u(x) = ﬁ la ecuacion pedida es

yx)=c(x—a)+b.m
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Ecuaciones dilerenciales ordinarias aplicadas |

= (xw)

a

Figura 4.9. Area acotada bajo la curva.

Ejemplo 18. Encuentre la curva que tiene la propiedad de que la longitud del arco
que une dos puntos cualesquiera de ella es proporcional al area bajo ese arco.
Solucion. Ver figura, el drea acotada bajo la curva en el intervalo [a, x] es

Iy ydx, (1
por otra la longitud de arco en el mismo intervalo es

( 1+ (‘;—z)z) dx.  (2)

Segiin enunciado (1) y (2) son proporcionales, si r es la constante de

proporcionalidad,
ar—r( (5 |14 (2
faydx—r<fa 1+(dx)>dx

derivando respecto a x, se obtiene una ecuacion diferencial de variable separable,

RO

la solucién nos lleva a la ecuacion de una Catenaria,
xtc  _xtc

er +e r
yx) =r (—2 > :

en término de coseno hiperbdlico se tiene
y(x) = rcosh (x+c). ]

r
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Figura 4.10. Longitud del arco PQ.

PROBLEMAS 4.5

1. En cada problema determine la ecuacién de la curva que cumple la condicion
dada.

a)

b)

c)

d)

La normal en un punto cualquiera y la recta que une el origen con ese
punto forma un triangulo isésceles que tiene el eje X como base.
R.y?—x?=k

La normal en un punto cualquiera pasa por el origen.

Rx?+y?=c

La longitud del arco desde el origen a un punto variable es igual al doble
de la raiz cuadrada de la abscisa del punto.

R.y = +(arcsen(vx) + Vx —x%) + c.

La pendiente de la recta tangente en un punto cualquiera es la mitad de la
pendiente de la recta que va del origen al punto.

R.y? = cx.

El segmento de la normal trazada en un punto, cuyos extremos son este
punto y el de interseccion con el eje X es cortado en dos partes iguales por
el eje Y.

R2x*+y?=c.

La proyeccion sobre el X de una parte de la normal entre (x,y); y el eje
tiene longitud uno.

R.y?2=42x+c.

136



g) Sabiendo que la normal en cada punto de una curva y la recta que une ese

punto con el origen forma un triangulo isdsceles cuya base esta en el eje X.
obtener la ecuacion de la curva.
R.y?—x%?=k.
Halle la ecuacién de todas las curvas del plano TX para las cuales la longitud
del segmento interceptado en el eje X por la normal a cualquier de sus puntos
es igual a la distancia desde ese punto al origen de coordenadas.
R.x(t) = %(ct2 - %).
Una curva pasa por el origen en el plano TX al primer cuadrante. El drea bajo
la curva bajo la curva de (0,0) a (¢, x) es un tercio del area del rectangulo que
une esos puntos como vértice opuesto. Encuentre la ecuacion de la curva.
R. x(t) = ct?.
Encuentre la curva para las cuales la tangente en un punto P(t, x) tiene
interceptos sobre los ejes T y X cuya suma es 2(t + x).
R.tx =c.
Encuentre la ecuacién de todas las curvas que tiene la propiedad de que la
distancia de cualquier parte del origen, es igual a la longitud del segmento de
normal entre el punto y el intercepto con el eje X.
Rx%=+t?+k.
Halle la ecuacion de todas las curvas del plano TX que tiene la propiedad de
que el triangulo formado por la tangente a la curva, el eje T y la recta vertical
que pasa por el punto de tangencia siempre tiene un area igual a la suma de
los cuadrados de las coordenadas del punto de tangencia.

_ 2 _q (At—x
R.ln(cx)—mtan (\/ﬁx)

Halle la ecuacion de todas las curvas del plano TX que tiene la propiedad de
que la posicién de la tangente entre (¢, x) y el eje T queda partida por la mitad
por eje X.

R.x?% = ct.

Halle la ecuacién de todas las curvas del plano TX que tiene la propiedad de
que la longitud de la perpendicular bajada del origen de coordenadas a la
tangente es igual a la abscisa del punto de contacto.

Sol.t2+ x2—ct=0.

Halle la ecuacion de todas las curvas del plano TX que tiene la propiedad de
que la razén del segmento interceptado por la tangente en el eje OX al radio
vector, es una cantidad constante c.
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Rx(t) =2 (et - itlﬂ).

4.7 APLICACION A LA OPTICA - ESPEJO PARABOLICO

Problema. Encuentra la forma de un espejo curvo, de manera que la luz de una
fuente en el origen se refleje en un haz de rayos paralelos al eje X.

Solucion. El espejo tendra la forma de una superficie de revolucién al hacer girar
una curva AQB (ver figura 4.11).

¥
y
__/";& V _,r(‘b .
# 7 0 X X

Figura 4.11: Curva parabdlica.

De la ley de reflexién “igualdad entre el angulo de incidencia a y el angulo de
reflexiéon B” (ley de Snell) se deduce que a = 8, y por geometria basica también
@ =,y por tanto 6 = ¢ + «a, es decir 6 = 2[5, aplicamos tangente en ambos
miembros,

2t
tan(0) = tan(2p = % (p1)

pero, tan(8) = %, la definicion de derivada dice que tan(f) = % , reemplazando

datos en (p1) se obtiene

d —x+\/x2+y? . . . p .
donde d—z = Ty es una ecuacion de tipo homogénea, pero si observamos

con cuidado es factible escribirlo asi xdx + ydy = +./x? + y?, esto es
d(x2+y?)
Rt S AV A
Lol
integrando se obtiene ++/x2 + y2 = x + ¢ es decir y? = 2¢x + ¢?. La ecuacion es
una familia de parabolas
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y? =2c (x +§),

con vértice en (%,0) y foco comin que es el origen. Por lo tanto, el espejo

representa una superficie interna dada por un paraboloide de revolucion.
4.8 LA CURVA TRACTRIZ

Es una curva en el plano XY con la propiedad de que el segmento de tangente
limitado por el punto de tangencia y el eje X es constante, por eso a veces se le
denomina equitangencial. El nombre de la curva se denomina tractriz, dado que
viene del latin tractum, (que significa jalar, arrastrar), Boyce, 2005).

Al girar la tractriz alrededor de su asintota genera una superficie parecida al
embudo o la parte final de una trompeta (esa superficie se llama seudo esfera);
fueron estudiadas por Bernoulli, Leibniz, Huygens; esta curva cobra importancia
en la geometria no euclidiana usado por Lobachevsky. Las ecuaciones
paramétricas, son:

x(x) = sech(t), y(t) =t — tanh(t).

¥ |
\
b |
.\ |)
Y
.“‘.\.1

N A
SN

4
Lo I \

a

Figura 4.12: Seudo esfera y tractriz.

El problema. Se jala un punto R a lo largo del plano XY, por medio de una cuerda

RP de longitud r . Si P parte del origen y se desplaza a lo largo del eje positivo Y, si

R parte de (r, 0). Obtener la trayectoria de la curva.

Soluciodn. La figura 4.13 muestra los datos del problema, y se obtiene

VrZ—x2 dy _ Vr2—x2
X

es decir tan(0) = i (t1)

tan(r —0) =
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Curva

7] r.0) X

Figura 4.13: Curva tractriz.

La ecuacion (t1) es de variable separable, integramos directamente,

=
Jdy=—-[—/dx+c

r—VrZ—x2

resulta y(x) = —rin —Vr2 — x? + ¢, al aplicar la condicion inicial

y(r) = 0 s obtiene ¢ = 0. Por tanto, la curva tractriz es

y(x) =rin (HrTZ—xZ) —Vr2 —x2. m

4.9 LA CURVA CATENARIA

Es un problema planteado alla por el siglo XVII, tiene importancia en la fisica
matematica. Se entiende como un cable o cadena que estd fijo por sus dos
extremos y no esta sometido a otras fuerzas distintas, s6lo a su propio peso.
Antiguamente muchos los confundieron con la parabola, pero no son los mismos;
por cierto, los resolvieron Bernoulli simultineamente con Leibinz y Huygens. Esta
curva se llama catenaria, por la palabra latina catena (quiere decir cadena); de alli
que el problema tiene que ver con cadena flexible que cuelga bajo su propio peso
(Simmons, 1995).

El problema. Obtener la curva que describe una cadena flexible suspendida
entre dos puntos y que cuelga con su propio peso.

Solucidn. Es un problema que tiene varios conceptos, ver figura 2.7. Tenemos, A
es punto mas bajo de cadena, u(s) densidad de cadena, s la longitud del arco del
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punto A a un punto arbitrario (x,y); Ty la tensién en punto mas bajo; T es la
tensién en cualquier (x, y) actia tangencialmente, con estos datos se deduce que,
Componente horizontal:

To = Tcos(a) (D
Componente vertical:
Tsen(a) = fosu(s)ds. (2)
Por cierto, todas las componentes horizontales de la tensién son iguales. De (1)

obtenemos la rapidez, sen(a) _ Tsen(a)
cos(a) To

la derivada (tangente), entonces Toz—z = Tsen(a), que reemplazando en (2) se

, es decir Ty tan(a) = Tsen(a), rapidez es

obtiene,
Ty 22 — f u(s)ds. (3)

En (3) derivando en ambos miembros respecto a x, y luego aplicar el teorema
fundamental del calculo

Ty &2 dx2 = (f u(s)ds) = —(f u(s)ds)— = u(s)
To% =u(s)Z, @

2
_ d d .
donde la longitud de arco es —di = |1+ (—dz) , ademas para completar se asume

. .z . sz u
como informacién que la densidad es constante u(s) = u, y sea también r = T—°;
0

todos stos datos en (4) se tiene,

ay _ (d_y)z
dz—r 1+ 7c)

dy d
ecuacion diferencial que aplicamos reduccién a orden uno, haciendo z = —y—Z =
d2
” =2 entonces se obtiene la ecuacién separable — =rv1+ z2, integrando

fﬁdz =r f dx +k
Ln|z ++v1 +Z2| =rx+ k conz(0) = 0setiene k = 0.
Por tanto

7 = %(erx —e ™),

, . d . .
pero deshaciendo cambio z = d—y se obtiene nuevamente una ecuacién separable

dy T _ p-TX
Yol )

integrando
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y(x) = %f(e”‘ —e™)dx+c= zl—r(erx +e ™) +¢,

. ey 1 . .
Como satisface la condicion y(0) = -se tiene ¢ = 0. Por tanto, la curva* catenaria
es

y(x) = %(e”‘ +e ™) = %cosh(rx). [
eZ+e™%
2

*Observacion: Coseno hiperbolico cosh(z) =

4.10 LA BRAQUISTOCRONA

Es un problema muy antiguo de la mecanica, tiene que ver con el descenso mas
rapido entre dos puntos, y ver cudl es la curva, en su busqueda se experimentaron
con muchos objetos. Galileo conjetur6 que descendia mas rapido por un camino
semicircular, mas tarde Jean Bernoulli (1696) se planteé el problema para una
curva arbitraria denominada braquistécrona, nombre que proviene del griego
“braquisto” “el mas corto” y chronos “tiempo”. La sorpresa es que la curva buscada
resulto siendo una cicloide.

El nombre de la cicloide fue dado por Galileo; esta curva tiene propiedades
geométricas y fisicas interesantes. Justamente para este problema, la cicloide
tiene la propiedad braquistécrona, quiere decir, si tenemos dos puntos a distintas
alturas y nos preguntamos cual es la curva que une esos dos puntos con la
propiedad que un objeto que se desliza sobre la curva toma el menor tiempo
posible en ir desde el punto mas alto al mas bajo con tan solo la accién de la
gravedad; esta curva es una cicloide. Esto lo probaron Newton, Leibniz, Jacob
Bernoulli y I'Hopital.

Los fundamentos son el principio de la minima accién y la Ley de Snell; para

poder encontrar las ecuaciones paramétricas de la Braquistdcrona se analiza el
paso de un haz de luz de un medio de densidad diferente, en el cual el haz viaja
con rapidez v, a otro en el cual disminuye su rapidez a v,. Se parte del principio
de Fermat del tiempo minimo, el cual establece la hipétesis de que la luz viaja de
un punto a otro a través del camino que le exija el menor tiempo posible (Braum,
1990).
El problema. Se tiene A y B dos puntos, una particula de masa m se desplaza sobre
una rampa lisa sobre la cual, y desde punto A se suelta una particula de masa m
que comienza a moverse bajo la accién de la gravedad hacia B. Encontrar la
trayectoria por la cual el descenso requiere menos tiempo.
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Solucion. Aqui aplicamos las ideas seguido por Bernoulli y asociado con un

problema de 6ptica. Nos ayudamos con la figura 4.14. Supongamos tener un rayo

de luz que viaja en medios de densidad creciente. De A hasta M lo hace a velocidad
v4,y de M hasta B a velocidad v,; entonces el tiempo total es
_ YmZ+x? " Jn?+(c—x)2 . (b)

ar _

V1 V2
Si el rayo sabe elegir el camino que minimiza el tiempo, entonces se tiene Fri

T

0, luego en (b1) derivando respecto a t,
ar _ X c—x
dt  viVm2+x2  vy,Vn2+x2

Se compara con

c—X

x
viVm2Z+xZ v VnZ+x?

es decir

senfy _ senb,

(b2)
V1 vy
Vemos que (bz) se conoce como la de refraccion de Snell, Por otro lado si los

medios fueran mas para 84, 8,, 03, 0,, 65, ...; V1, V3, V3, Uy, Us, ..., entonces
senf; senf, senf; senb,

U1 VU2 U3 Vs
Ahora podriamos pensar en el limite de un rayo cruzando un medio de
densidades variables y se llegaria de todas maneras a un limite % = constante;
por analogia es la misma situacion de la luz al caer a la tierra atravesando las

distintas capas de la atmosfera. Por lo tanto, pensar el objeto de masa m que cae

desde A hasta B, la situacion es similar, luego se tiene,
sen6

= (bs)

Por el principio de conservacién de la energia, la energia cinética en t es igual a

la energia potencial perdida y también v = ,/2gy, ademas por el problema se

cumple
1 1

senf = cosp = J1+tan2p - J1+()H?

1/2

) 42002
4 2oy

diferencial de la Braquistécrona es
yd+ ) =k

reemplazando en (b = ¢, acumulando las constantes la ecuacion
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Figura 4.14: Analisis geométrico para obtener la Braquistécrona.

Concretamente es la ecuacion de variables separable ’%dy= dx . Es

conveniente un cambio trigonométrico ’kyTy = tan(a) de donde y = csen?(a)

diferenciando dy = 2csen(a)cos(a), es decir dx = (tan(a))(2csen(a) cos(a) =
2csen?(a)da, integrando se resulta
x = [2csen’ada + ky
conx = 0 = yparaa = 0 se obtiene k; = 0,
x = %(Za —sen(2a)); y = %(1 — cos(2a)).
Por tanto si hacemos % =a y 2a =t seobtienen las ecuaciones paramétricas de

curva cicloide (invertida)
x(t) = a(t — sent)
y(t) =a(l —cost). m

B c

Figura 4.15: Cicloide invertida, trayectoria que minimiza el tiempo recorrido.

144



4.11 CURVA DE PERSECUCION

Son curvas conciertas caracteristicas donde hay diferencia de velocidades, segun
el contexto son variados: submarinos, presas, depredadores; es decir en general
los actores pueden cambiar, pero la intencidn es casi la misma, uno atrapar al otro
(Edwards, 2009).

El problema (perro versus conejo). Determine la curva que describe un perro P,
que persigue con velocidad constante v al conejo C que va en linea recta y con
velocidad constante v,; suponiendo que el perro sale en el tiempo t = 0 desde el
origen mientras que C lo hace desde el punto (a, 0) hacia arriba sobre larecta x =
a.

Solucidén. Se muestra los datos en la figura 4.16, puesto que P persigue a C,
entonces en todo momento t la tangente en A = (x, y) debe cortaralarectax = a
en el punto B = (a, v,t). Entonces tenemos

dy vyt—y y—v,t
tan(®) = o = e T v e

como se conoce la velocidad a la que se desplaza P, entonces sabemos que recorre
una distancia vt en un tiempo t. Pero esta distancia es también la longitud de la
curva de persecucion desde (0,0) hasta A = (x, y), entonces

vit =11+ ' (2)?dz, (2)

ahora despejamos t de (1) y lo reemplazamos en (2) se obtiene
y-G-)Z =2 T+ 0@ dz  (3)
En (3), derivando respecto a x en ambos miembros es
~ -y =2(J1+07?),

luego se reduce a orden uno haciendo z = y’ resultando una ecuacidn de variable

separable,
L _dz=—%_dx
V1+2z2 T v (x—a)

dz = [—2—dx +k

vy (x—a)

1
V1+z2

—ln|z +vV1+ zz| = %lnlx —al| - %lnl—al
1 1
siendo z(0) = 0 = x(0),

Integrando — [

Y2
v1

ln|z+\/1+zz| :ln|1—§
v

w0 =3(1-2 - (-9, 2
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. . . d C
Deshaciendo cambio en (4), si z = d—z, nuevamente es una ecuacién separable,

de manera que integrando,
v2

v =3 [(1-9 7 - (1= 2 ax v

(12 (1)

_ g _ 1\, 1\,

y(x) T2 v1—V; V140, te
siendo ¢ = ;1; 11;22 cuando y(0) = 0. Por tanto, curva es
1~ V2
1422 1-22
(x) = avy (1_2) . _ (1_9 . avivz o

Y T2 v1+v, V-5 vi-p2’

Trayectoria de P

[rrayecreria
de C

G2

(a,d)

Figura 4.16: Curva de persecucion.

DESTRUTOR Y SUBMARINO

El problema. En medio de una gran neblina, un destructor y un submarino de dos
naciones distintas se descubren estando a 3 km de distancia. Inmediatamente el
submarino se sumerge y avanza en una direcciéon fija a toda velocidad. ;Qué
trayectoria debe seguir el destructor para asegurarse de que estara encima del
submarino si tiene una velocidad dos veces que la del submarino?

Solucion. Utilizamos coordenadas polares para la trayectoria que debe seguir el
submarino. Para estas coordenadas polares se cumple que el diferencial del arco
es,

ds = (2—2)2 +72dg
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El destructor avanza a toda velocidad 3 km en direccién al punto donde localizé
el submarino, a partir de ese punto, se denotamos por r = r(0), la trayectoria que
debe seguir el destructor, ver figura. La distancia ds que recorre el submarino
hasta el punto donde las trayectorias se cortan es dg = r — 1 y la distancia dp que
recorre el destructor hasta la interseccién es dp = 2(r — 1) por su velocidad el
doble de la del destructor.

Entonces se cumple que

_ 0,0 |rar\?
dp=20r-1)=] ds=] (E) + 7240,
derivando con respecto a 8 ambos lado de la desigualdad, resulta

2
dr dr
a_ (& 2
2 dae (dG) tr
2 2
dr\“ _ (dr 2
4 (de) B (de) Y
.z . dr ;

lo cual se reduce a una ecuacién de variable separable V3 —5 = T, para saber cual

es la trayectoria que debe seguir el destructor se resuelve,

[
r(@) =evs °,
pero 8 = 0.r = 1 esto da c = 0. Por tanto el destructor sigue la trayectoria,

0
r(0) = eV m
Después de haber avanzado 3 km en linea recta en direcciéon a donde localizé el
submarino, puede estar seguro que pasara por encima del submarino sin importar
que direccion sigue este ultimo. Finalmente, es claro que no es la dnica curva
trayectoria que puede seguir el destructor. Nota, para transformacién a
coordenadas polares: x = rcos(8) y y = rsen(6).

Stubmaristo w e m ==

Destructor

ol

Figura 4.17. Trayectoria del submarino y del destructor.
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PROBLEMAS 4.6

Cuatro caracoles situados en las esquinas de un cuadrado [0, b]x[0,b]
comienzan a moverse con la misma velocidad dirigiéndose cada uno hacia el
caracol situado a su derecha. Calcule la distancia que recorre los caracoles al
encontrarse.

R. b unidades.

Un destructor estd en medio de una niebla muy densa, por momento se
despeja y deja ver al submarino enemigo en la superficie a cuatro kilémetros
de distancia. Asumiendo que, a) el submarino se sumerge inmediatamente y
avanza a toda maquina en direccién desconocida; b) el destructor viaja tres
kilémetros en linea recta hacia el submarino. Determine la trayectoria que
deberia seguir el destructor para estar seguro que pasara directamente sobre
el submarino, si su velocidad v, es tres veces la del submarino.

o
R.r =evs.
Un conejo parte del origen y corre por eje Y con una velocidad v;. Al mismo
tiempo, un perro que corre con la velocidad v,, parte del punto (a, 0) y sigue
al conejo. (a) Obtener la trayectoria del perro, (b) calcular la distancia que
recorre el conejo antes de que atrape al perro.

1+k 1-k k

R@y=5() -H0) ] o=t
Un halcon A situado en (a, 0)descubre una paloma P en el origen, la cual vuela
a lo largo del eje Y a una velocidad v,; el halcon emprende vuelo al instante
hacia la paloma con velocidad v, . Determine la trayectoria seguido por halcén
en su persecucion.
z)“z_f (5)1‘5_?

R.y(x)=% (“ —a

V14V, v1—vy vi-vZ’

avqvy

Asumiendo que la recta x = a y el eje Y forman las orillas de un rio cuya
corriente tiene una velocidad v; (en la direccién negativa del eje Y). Un hombre
estd en el origen y su perro esta en el punto (a, 0). Cuando el hombre llama al
perro, éste se lanza al rio y nada hacia el hombre a una velocidad constante v,
donde v, > v4. Obtener la trayectoria seguida por el perro.

Ry =3[9 - (&)
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6. Considere el problema 4, si v, < vy; ;el perro tocara la orilla? Por otro lado
suponga que el hombre camina rio abajo a la velocidad v, mientras llama a su
perro. ;Podra esta vez el perro tocar la orilla?

R. Si, en el punto (0, — %)
2

7. Con los datos del problema resuelto, a) halle el punto en A intercepta a B; b)
Obtener la curva de persecucion si v, = vy; el perro alcanzara al conejo?

R y(x) = %E ((1 - 3)2 - 1) —in(1- g)]

4.12 DESINTEGRACION RADIOACTIVO

Cuando observamos cierta cantidad de sustancia o material radioactivo, conforme
pasa el tiempo se observa un cambio en la cantidad, entonces pensamos que algo
estd sucediendo; la cantidad de materia (N) depende del tiempo (t); decir N =
N(t). Por otro lado, cada material radiactivo tiene sus caracteristicas propias,
segun el paso del tiempo se produce una desintegracion o decaimiento del
Material. Naturalmente, este material no desaparece, lo que ocurre es la
configuracién interna de sus atomos varian y dejan de ser radioactivos.

Existen trabajos (cita), donde experimentalmente se ha llegado al
conocimiento que conforme transcurre el tiempo t > 0, la velocidad o rapidez de
cambio de la cantidad del material N(t) es directamente proporcional a la

cantidad de material presente, es decir
dN(p)

— e proporcional a N(t),

donde dlz—it) representa a la rapidez (derivada), luego considerando la

proporcionalidad se escribe

dN(t
L =N () (e1)

justamente donde r es la constante de proporcionalidad. Ahora como existe
desintegracion, entonces la cantidad N(t) del material disminuye conforme pasa

el tiempo, por lo tanto se cumple dZEt) < 0, esto influye a que r < 0, pues N(t) >
0. La solucién de (e1) al ser separable se obtiene
N(t) = ce™ (e2)

donde c es una constante arbitraria. Casi siempre se conoce la cantidad de
material inicialmente en el tiempo t = 0, es decir N(0) = N,; esto permite calcular
el valor de la constante ¢ = N, reemplazando e la ecuacidn (ez), asi la solucion es
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N(t) = Nye™. (e3)
Dependiendo del problema puede ser necesario tomar inicialmente un tiempo

to, con lo que la solucién (es) es N(t) = Nye"(¢=to),

El valor de la constante de proporcionalidad r se puede calcular si se conoce la
cantidad de material existente en otro tiempo, digamos t; > 0; entonces se
cumple N(t;) = N; < N,y puesto que el material esta en desintegracidn, en (e3)

. N
N(t;) = N; = Nye™t es decire™®1 = N—l,
0

finalmente tomando logaritmo natural en ambos miembros se obtiene como
calcular r

__ InNi=InNg
t1
Por otro lado, muchos de los materiales radioactivos tienen que ver con su vida
media. Cuando se tiene la muestra para dos tiempos esto permite calcular la
constante de proporcionalidad.
Vida media. Cuando la cantidad de material N, se reduce a la mitad a la mitad en
un tiempo dado, a este tiempo se le llama la vida media (t,,) del material

o N ,
radiactivo; N(t,,) = 70, que lo podemos calcular asi,
N . 1
N(t,,) = 70 = Nye"m es decir e"tm = E
. . —in2 .
de donde tomando logaritmo natural se obtiene t,, = Tn se observa que la vida

media no depende de la cantidad de material inicial.

Calculo de la razén de proporcionalidad. Sean t; < t, dos tiempos donde se
conocen N(t;) = N; y N(t;) = N, , entonces N; = ce™ 1, N, = ce”®2 de donde se
obtiene

__InN,—-InN,
ty—ty
Ejemplo 19. Se sabe un material radiactivo se desintegra con una rapidez
proporcional a la cantidad presente en cualquier instante. Considerando que
inicialmente hay 140 mg de material y luego de dos afios, se observa que el 5% de
la masa original se desintegré, determinar: a) una expresion para la masa en el
instante t; b) el tiempo necesario para que se desintegre el 8% de la masa original.
Solucidn. Sea N(t) la cantidad presente (en miligramos) de material radioactivo

en tiempo de t afios, asi N(t) es un problema con valores iniciales,
d’;—f) = rN(t), N(0) = 140, N(2) = 133

como se desintegrd el 5% entonces queda 40 — 7 = 133.
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La solucién de la ecuacién diferencial con valor inicial es N(t) = 140e™,

aplicamos la condicién N(2) = 133 para hallar r constante de proporcionalidad,
asi
N(2) =133 = 140e?"
Entonces

n(520)
r=—x —0,0256466472.
Por lo tanto la expresion para la masa en el instante t, es
N(t) = 140 00256466472t (1)
a) Cuando se desintegra el 8% de la masa quedan 128.8 mg de la misma, luego
aplicando el resultado (1) se obtiene
128.8 = 1406—0,025646647215 ,
de donde
(259
t= m ~ 3,490230596 ,
aproximadamente t = 3,25 afios para que se desintegre el 8% de la masa
original. m
Ejemplo 20. Si de 200 gramos de una determinada sustancia radioactiva quedan
50 gramos al cabo de 100 afios; a) calcular la vida media; b) ;Cuantos gramos de
sustancia radioactiva quedaran transcurrido el siglo y medio?
Solucién. Sea N(t) la cantidad de sustancia radioactiva en el instante t, entonces

de acuerdo al modelo se tiene el problema de valor inicial,

‘“Z—f) = rN(t), N(0) = 200, N(100) = 50

cuya solucidn esta dada por
N(t) = 200",
aplicando la condicién N(100) = 50 resulta 50 = 200e'°9", de donde

_ ~In2

== = —0,138629.
Por lo tanto, la masa en funcién del tiempo es N(t) = 200e 00138629t
Si t,, es la vida media, t,, = % = % = 100, aplicamos en la ecuacién de
estimacién
N(tm) = 100 = 200¢~00138629(tm)
dedondet,, = ﬁ ~ 50,000157, tenemos una vida media aproximadamente

unos 50 afios. Finalmente en ¢ = 150 afios (un siglo y medio) se tiene
N(150) = 200e~00138629(150) ~ 25 00016 gr .
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Por lo tanto en 150 afios se reduce a unos 25 gr de material radioactivo.m
Ejemplo 21. Un material radioactivo se desintegra en dos quintos durante 1000
afios. Determine su media.

Solucion. Asumiendo que se cumple el modelo de desintegracion, siendo la
ecuacidn diferencial con valores iniciales

d’Z—Et) = ce™, N(0) = Ny y N(1000) = 22
se tiene N(t) = Nye™ y N(1000) = % = N,e%°%" de donde resulta
ln(z)
=—32 % —0,00091629.
1000
—-n2 —In2

Por lo tanto, la vida media es t,,, = ~ 756,41 afios.m

~ —0,00091629
Ejemplo 22. Los neutrones en una pila atébmica crecen a una razén proporcional
al nimero de neutrones presentes en cualquier tiempo (debido a la fisién
nuclear). Al comienzo hay N, neutrones y después se tiene N; y N, neutrones

t t

. : Np\t2 Np\ !t

presentes en el tiempo t; y t,, respectivamente, demuestre que (—Nl) = (—NZ) .
0 0

Demostracion. Se trata de un problema con valor inicial

dl:i—it) = ce",N(0) = Ny ademas N(t;) = N; y N(t;) = N,.
La condicién inicial nos da N(t) = Nye"¢, luego aplicando las otras condiciones
N(ty) = Ny = Noe™ y N(t;) = N, = Npe™*2,

1

1

1 1
Ni\t; N\t Ni\Er  (Na\&,
de donde (—1)t1 =e’y (—z)tz = e”, entonces (—1)t1 = (—Z)tz.
No No

No Ny

()" = ()"
No No/

4.13 APLICACION A LA ARQUEOLOGIA

Por lo tanto

El elemento carbono, que se encuentra presente en todos los compuestos
organicos, tiene un isétopo radiactivo, se conoce como el carbono 14 (4C). Resulta
que, el porcentaje de #C con relacién al carbono en los organismos vivos
permanece constante y, cuando este muere, el 14C se desintegra en la forma que
hemos estudiado. Este hecho es muy importante, en vista que, si ademas cuando
14C ha perdido una parte de un organismo, entonces es posible calcular el tiempo
transcurrido a partir de su muerte. Para esto, solo debemos conocer la vida media
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del 1*C, trabajos experimentales sefialan que la vida media aproximada del 14C es
de unos 5 600 afios, (Bard et al., 1990).

Alrededor de 1950, el quimico Willard Libby (premio Nobel de Quimica en
1960), inventd un método que emplea el carbono radioactivo para determinar
las edades aproximadas de los fosiles. EI método se basa en que el is6topo
carbono 14 se produce en la atmésfera por accion de la radiacion césmica sobre
el nitrogeno. La razon de la cantidad de C-14 al carbono ordinario en la
atmasfera es constante, y en consecuencia, la cantidad proporcional del is6topo
presente en todos los organismos vivos es igual que la de la atmdsfera. Cuando
muere un organismo la absorcién del C-14 sea por respiracién o alimentacién
cesa. Asi se compara la cantidad proporcional de C-14 presente y que el periodo
medio del C-14 es aproximadamente de 5 600 afios, (Dennis, 1988)

Ejemplo 23. Durante unas excavaciones se encontraron huesos fosiles de un
animal, se analizaron y se detecté que cada hueso contenia 1/50 parte del 14C
radiactivo. Calcule la antigliedad aproximada de los huesos encontrados.

Solucidn. Sea N(t) la cantidad presentes de 14C en cada hueso al cabo de t afios y
que N, es la cantidad original inicial de dicha sustancia radiactiva en cada hueso.

La ecuacion diferencial se

cuya solucién con valor inicial es N(t) = Nye™,y aplicando la vida de 14C debemos

calcular el valor r,

N(5600) = % = N,ye56%°7 con t,, = 5600,
de donde r = —22 = —0,000123776, luego la solucion de aproximacion es

5600
N(t) = Nye~0.0001123776t

pero se sabe que cada hueso contenia una 1/50 parte de *C radiactivo, se hace los
calculos para obtener

—No _ -0,000123776t
N(t) - 50 - Noe )
entonces t = —> ~ 31 605.6667. Por lo tanto, la antigiiedad aproximada

0,000123776
de los huesos es 31606 aios.®
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PROBLEMAS 4.7

En cada uno de los problemas se asume que la rapidez de decrecimiento es
directamente proporcional a la cantidad presente de sustancia radioactiva.

1.

El uranio se desintegra a una rapidez proporcional a la cantidad presente en

cualquier instante. Si N; y N, gramos estan presentes en los instantes t; y t5,
respectivamente, demuestra que la vida media del uranio es t,, = %
Obtener la vida media de una sustancia radiactiva que en 10 afios se desintegra
un 25%.

R. t,, = 24 ailos, 34 dias.

La mitad del nimero original de ntcleos radiactivos se ha desintegrado en un
periodo de 1 500 afios; a) ;Qué porcentaje de los nucleos radiactivos
originales quedara al cabo de 4 500 afios?; b) ;Cudntos afios tardara en
reducirse a una décima parte el nimero original de nucleos?

R.a) 12,5%, b) 4 985 afios.

Un material radioactivo se desintegra a una rapidez proporcional a la cantidad
presente. Si después de una hora se observa que el 10% del material se ha
desintegrado. Encuentre la vida media del material.

R.t = 6,6 horas.

Se ha observado que el 0,5% de una sustancia radioactiva desaparece en 12
afios; a) ;Cudl es la vida media de dicha sustancia?; b) determine la cantidad
que desaparecera en 1000 afios.

R.a) 1660 anos; b) Desaparece 34.144% de dicha sustancia.

Un afio después de la produccién de cierta sustancia radioactiva, habia 100 g
de ésta y dos anos después 75 g; ;Cuanto habia inicialmente? Calcule la vida
media de sustancia.

R. Ny, = 133.333 g; 2 afios, 150 dias.

Un andlisis de restos fosiles de un animal demostré que éstos contenian
solamente soélo el 6.24% del 1#C original. Calcule la antigiiedad del craneo.

R. 22 412 afios, 126 dias.

Al comienzo se tenia 100 miligramos de una sustancia radioactiva. Después de
6 horas su masa disminuy6 en un 3%. Si en un tiempo cualquiera la velocidad
de desintegraciéon es proporcional a la cantidad de sustancia presente,
encuentre la cantidad que queda después de 24 horas.

R. 88.5 mg.
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9. Una muestra extraida de un craneo antiguo contenia solamente una sexta
parte del 1#C original. Determine la antigiiedad del craneo.
R. 14 475 afios.

10. Sabiendo que la vida media de una sustancia radiactiva es de 1800 afios, ;qué
porcentaje habra al final de 100 afios? ;en cuantos afios se tendra el 10% de
la sustancia?

R.96.22%; 5 980 afios, 270 dias.

11.Si el 5% de una sustancia radioactiva se descompone en 50 afios, ;qué
porcentaje se tendra al final de 500 afios? ;Cual es vida media de esta
sustancia?

R. 59.9%; 675 afos, 212 dias.

12.El radio se descompone en rayos alfa, suponiendo que la rapidez de
descomposicion es proporcional a la cantidad presente en cualquier tiempo t
y que en 664 afios se ha perdido el 25% de la cantidad original, ;Cual es la vida
media del radio?

R.t = 1600 afios.

4.14 DINAMICA DE POBLACION MODELO MALTHUS

En esta parte veremos algunos modelos de poblacién para una especie, ponemos
énfasis en la ecuacidn logistica. Naturalmente la motivacién mas importante viene
de la biologia matematica, por cierto, también de la dindmica de poblaciones. Por
cierto, los modelos mas sencillos son independientes de la densidad, alli donde el
tamafio de poblacién no depende de la tasa de natalidad y mortalidad por
individuo.

Malthus* (1798) propuso un modelo de este tipo en el que las tasas de natalidad
y mortalidad en cada instante son proporcionales al nimero de individuos de la
poblacidn en ese instante. Sea P(t) el nimero de individuos en el tiempo t, es decir

dl;—(tt) = mP(t) — nP(t),

donde m y n son respectivamente las tasas de natalidad y mortalidad per cdpita.
El pardmetro r =m —n se suele llamar tasa intrinseco de crecimiento, y

determina la ecuacién
T = (1) (1)

donde la constante de proporcionalidad r es la tasa de crecimiento, positiva o

negativa. El modelo matematico con r positiva predice que la poblacion crecera
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exponencialmente. Naturalmente que se trata de un modelo lineal para

crecimiento de poblaciones, son apropiadas siempre que la poblacién no sea
demasiado grande o bien que no se aplique a un futuro distante. Cuando la
poblacién es demasiado grande, este modelo no puede ser exacto, debido a que no
se toma en cuenta el hecho de que los individuos compiten entre si por el limitado
espacio vital, por recursos naturales, entre otros aspectos. En este, caso se debe
ajustar el modelo. En vista de los medios de subsistencia se incrementaban en
progresion aritmética, Malthus argumentaba que la Tierra no podria asistir con
alimentos a la humanidad, esta teoria tuvo gran impacto en la Sociologia del siglo
XIX.

Para r > 0, el crecimiento exponencial se ajusta mucho a la realidad durante
un intervalo de tiempo (con datos reales). Sin embargo, a largo plazo no es un
modelo realista, esto es principalmente a la falta de los recursos. Por otro lado, no
es estable, no tiene un valor de equilibrio, 1o natural es que la tasa de natalidad y
mortalidad dependan del tamano de la poblacidn; debe existir un mecanismo de
control cuando la poblacion crece demasiado.

Dado que la ecuacion es separable la solucién general es

P(t) = ce™,
como es comun conocer la poblacién inicial, P(0) = P,, esto permite calcular el
valor de la constante ¢, con P(0) = P, = ce® de donde ¢ = Py, la solucién con la
poblacién inicial es
P(t) = Pye'. (my)

En (mi), si r > 0 la poblacién aumenta de tamaio, si r < 0 la poblacién

disminuye de tamafio. Para calcular la tasa de crecimiento r se requiere conocer

la cantidad de la poblacién existente en un tiempo t; > t,, digamos que P(t;) =
. P .
P, entonces se cumple P(t;) = P, = Pye't, es decir, P—l = e"t y tomando logaritmo
0
natural se obtiene
l —_
r= n(Py) ln(Po)-
t1
En general un problema puede considerar como condiciones iniciales distinto
a cero, es decir P(ty) = P,, sigue siendo un problema con valor inicial,

* El economista britanico Thomas Malthus (1766-1834 observd que muchas
poblaciones bioldgicas se incrementan a una tasa proporcional al tamafio de la
poblacion. Malthus propuso este modelo después de analizar los datos del censo de los
Estados Unidos, que mostraba una duplicacion de la poblacién cada cincuenta afios.
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PO — P (t) con P(to) = Py,

dt
en este caso la ecuacion solucién es
P(t) = Pye™ %), m (m2)

Obsérvese que cuando mas grande sea r mas rapido es el crecimiento de la
poblacién, y que cuando r < 0 la poblacién decrece. Para r = 0 el tamafio de la

poblacién permanece constante, ver figura 4.18.

P(1)
>0
P "
] R —a
R s r<0
t

Figura 4.18: Representacion grafico de las exponenciales P(t) = Pye’ segiin la tasa de
crecimiento r.

Ejemplo 24. En 1970 se arrojo a un lago 1000 ejemplares de una especie de pez
hibrido. En 1977 se estim6 que la poblacién de esta especie era de 3 000.
Utilizando una ley malthusiana para el crecimiento de la poblacién, calcule la
poblacién de estos en el lago en 1990.

Solucion. Se tiene t = 0 en 1970, es decir, el problema es

d’;—(t” = rP(t) con P(0) = 1000,

y la solucién similar a (m1), es decir
P(t) = 1000e™.
Para encontrar r, aplicamos la condicién P(7) = 3000 es decir transcurre 7
afios desde 1977,

3000 = 1000e7",

~ 0,156. Con esto la ecuacion de estimacion queda completa,

P(t) = 1000e%156, (e1)

In(3)
7

de donder =
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Finalmente estimamos la poblacién para 1990 después de 20 =t afios,

aplicamos en la ecuacién (e1),
P(20) = 1000e%156(20) = 1000e312 ~ 22 646.

Por tanto, al aflo 1990 se encuentra aproximadamente unos 22 646 peces. &
Ejemplo 25. En un cultivo de bacterias se tenian P nimeros de familias. Después
de una hora se observaron en el cultivo 500 familias de la bacteria y después de
cuatro horas 1500 familias. Encontrar la expresion para el nimero de familias de
la bacteria presentes en el cultivo al tiempo t y el nimero de familias de la bacteria
que habia originalmente en el cultivo.
Solucién. Sea P(t) el nimero de familias de la bacteria que hay en t horas.
Tenemos que P(1) = 500 y P(4) = 1500, la velocidad con la que crece el cultivo

: d . o
de bacterias es ;;tt). Por la ley malthusiana este problema con valores iniciales y

se escribe,

Z0 = rP(t) con P(1) = 500y P(4) = 1500

la solucidn de la ecuacion esta dada por
P(t) = ce™,
considerando las condiciones iniciales se calcula ¢ = 346,68, y r = 0,366. Por
tanto, la expresion para obtener el ndmero de familia presentes en un tiempo t es
P(t) = 346,68e%366t,
Finalmente para obtener el nimero de familia que habia originalmente en
cultivo se obtieneent = 0,y es P(0) ~ 347 familias.m

PROBLEMAS 4.8

1. Suponga que la poblaciéon de una ciudad crece con una rapidez que es
proporcional al nimero de habitantes en cualquier tiempo. Si la poblacién se
triplica en 20 afios, ;En cuantos afios se triplicara?

2. En un cultivo de bacterias se tenian P nimeros de familias. Después de una
hora se observaron en el cultivo 600 familias de la bacteria y después de tres
horas, 1200 familias. Encontrar la expresion para el niumero de familias de la
bacteria presentes en el cultivo al tiempo t y el nimero de familias de la
bacteria que habia originalmente en el cultivo.

3. En un cultivo de bacterias se estim6 que inicialmente habia 150 bacterias y
200 después de una hora. Asumiendo una rapidez de -crecimiento
proporcional a la cantidad de bacterias presentes, determine: a) la cantidad
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de bacterias después de t horas, b) la cantidad de bacterias después de 2
horas, c) El tiempo que debe transcurrir para que la poblacién se triplique.

R. a) P(t) = 150exp(0,2877t), b) P(2) ~267 bacterias, c) t ~3horas, 49 minutos, 7
segundos.

4. La poblacion de una pequefia ciudad crece en un instante cualquiera con una
rapidez proporcional a la cantidad de habitantes en dicho instante. Su
poblacioén inicial de 500 aumenta 15% en 10 afios. ;Cudl sera la poblacién
dentro de 30 afios?

R. Aproximadamente 760 habitantes.

5. Se sabe que un cultivo de bacterias crece a una velocidad proporcional a la
cantidad presente. Después de una hora se observaron en el cultivo 500
familias de bacterias y después de cinco horas 3 500 familias. Encuentre: a) La
expresion para el nimero de bacterias presentes en el cultivo en un momento
t, b) El nimero de familia de bacterias que habia originalmente en el cultivo.

R.a) P(t) = 307e(th7)t; b) P(0) = 307.

6. Una ciudad tenia 2 500 habitantes en 1960 y 30 000 en 1970, asumiendo que
la poblacion crece exponencialmente con indice constante, ;qué poblacion
tendra en el afio 20077

R. Aproximadamente 58 997 habitantes.
4.15 DINAMICA DE POBLACION MODELO VERHULST

Este modelo no lineal surge como una observacion al modelo de Malthus para
controlar otras variables, por ejemplo, el caso en que los individuos compiten
entre si. Entonces hay que agregar un término de competicién para el crecimiento
de la poblacién y se acerque a la realidad. Una eleccion apropiada del término
competitivo es —mP?, denominada ley logistica y se escribe

PO  1p(t) ~mP2(t) conr,m >0, (b)

Es claro observar que la modificacion es sustituir la constante r por una funciéon
de P, es decir r(P), con lo que la ecuacion quedaria

d’;—(:) = r(P(t))P(t).
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Verhulst supuso que r(P(t)) = r —mP, de alli se obtiene la ecuaciéon (b1). En
general la constante m resulta ser muy pequefia en comparacion con r de manera
que, si la poblacién P(t) no es muy grande, entonces el término —mP? es
insignificante comparado con rP. En el caso, si P es grande entonces el término
—mP? debe tomarse en cuenta ya que disminuye la tasa de crecimiento (Edwards,
y Penney, 2009).

* El matemético y filologo belga Pierre F. Verhulst (1804-1849) observd que las
limitaciones de espacio, de la comida disponible, o de otros recursos, reducen la tasa de
crecimiento, impidiendo el crecimiento exponencial; después de haber leido el trabajo de
Malthus, en 1845 publico su trabajo “Recherches Mathématiques sur la loi d accroissement
de la population” en las Mémoires de I’Academie, alli daba cuenta de ese detalle y se conoce
como el modelo logistico.

Cuando se escribe en la forma

0 (120 ) (1~ 0,

dat

CR=r(1-2)Po (b2)

. r . . . s
haciendo M = - La constante r viene a ser la tasa de crecimiento intrinseco y M

es el nivel de poblacion, o capacidad maxima del medio ambiente (maximo valor
que puede tener P). El valor de r depende solo de la especie considerada mientras
que M depende tanto de la especie como del medio ambiente en donde se
desarrolla esta y es el maximo valor en ese ambiente.

Se puede observar que si P es muy pequeiio comparado con M, entonces (1 —

P c . .
—) ~ 1y la ecuacién se parece a la de Malthus. También se puede observar que si

(t

P se aproxima a M, entonces (1 ——) ~ 0, en consecuencia 2P — 0, lo cual

significa que la poblacién P(t) sera casi constante.
Solucién de la ecuacion separable (by)
f(d—l; =r [ dt + k con k constante,

1-)p

aplicando fracciones parciales e integrando.

1
f%”—flfp =rt+k

M

es decir
Ln|P|—InlM —P|=rt+k
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MeTt
1+ce™

donde P >0, P < M. Entonces la ecuacién soluciéon es P(t) = = ahora

aplicando la condicién inicial P(0) = P, se obtiene el valor de la constante ¢ =

P . . : . .,
ﬁ que reemplazando se obtiene la ecuacién de estimacion de la poblacién,
—to
M
P(t) = —app (s1)
M-Po\ ,—rt "
1+( = )e

En general se puede asumir un tiempo inicial t = t,, es decir P(ty) = Py, en esta

caso se tiene un problema con valor inicial
dP(t P(t)
% =r (1 - T)P(t) con P(ty) = Py,

entonces la solucion logistica es

M
P(¢) = .
© 14 (M50)e -t (s2)

La expresion (s3) también es valido en el caso en que P, > M, en este caso hay
decrecimiento. En general en el modelo de Verhults, en la curva logistica se puede
hacer notar que para la constante r > 0 y valor grande de ¢, la curva logistica
tiende hacia el valor M para cualquier valor de la poblacién inicial, figura 4.19.

e, |-

M

[/} r

Figura 4.19. Curva logistica. Para Py < M, los valores de P crecen hacia M,
para Py > M, los valores de P decrecen hacia M.

Observacion. Es bueno observar cuando se estudia poblaciones humanas, el
modelo logistico no es muy preciso; ya en no considera factores sustanciales que
intervienen (migraciones, enfermedades, entre otras variables); pero cuando se
trata de poblaciones de bacterias los calculos se acercan mucho a este modelo. Por
cierto, la solucion es unica. Si P, = M entonces la soluciéon del modelo logistico es
la funcién constante P(t) = M, que resulta de aplicar limite

lim 1 =
Po—M 1+(—M;:°)e—r(f‘f0)
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Ejemplo 26. La poblacién P(t) de una cierta ciudad cumple la ley logistica P'(t) =

ﬁ P(t) — 1—(1)8 P2(t), donde el tiempo se mide en afios. Asumiendo que la poblacién

de esta ciudad es 100 000 en 1980, determine: a) La poblacién como una funciéon
del tiempo, b) la poblacién en el afio 2018, c) El afio en que se triplicara la
poblacién de 1980, d) el comportamiento de la poblacién cuando el tiempo crece
sin limite.

Solucion. Se trata de un problema de valor inicial

P'(t) = T:OP(t) - 1—(1)8192(15) , P(1980) = 100 000.

Se trata de una ecuacion de variable separable
dP — dt

1 1 -
(o0 108")

integrando resulta 102inP — 10%In(1 —107°P) =t +k, donde P>0 y 1—
107°P > 0, es decir 0 < P < 10°. Despejando P(t) se obtiene el modelo en

funcién del tiempo
kle%t
P(t) = ———— (acumulando la constante k) (v1)

1+k,10-6eT00"
hallamos la constante k; usando la condicién inicial P(1980) = 100 000 en (v1),

6
10° _198

resulta k; = <€ , reemplazando el valor de la constante en (v1) se obtiene
P(t) = — 1 __ t > 1980
T 149¢19.8-0.01¢ para : (v2)

b) La poblacién en el afio 2018 se calcula aplicando en (v2)

6
P(2018) = % ~ 139767.23,

es decir, en el afio 2018 se tendra aproximadamente 139767 habitantes.
c) Para encontrar en afio en que se triplicara la poblaciéon de 1980, buscamos el
valor de t que cumpla
P(t) = 3(10)°

6 t
3(10)° = —2 es decir — = ¢'*® o,
1+9e¢1%% 100 27
Tomando logaritmo natural 19,8 _?fo =In (2—77) se obtiene t ~ 2115. Por

tanto, para 2115 tendremos triplicada la poblacion de 1980.

d) Decir que el tiempo es grande, es tomar limite

10°
= 10°
19,8—-L ¢ !

lim P(t) =
t>+oo 1+9¢ %% 100
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por tanto, conforme pasan los afio la poblacion de esta ciudad se estabilizara en

un millén de habitantes.m

Ejemplo 27. Supongamos que un estudiante portador de un virus de gripe,
regresa a un campus universitario, aislado, que tiene 1000 estudiantes.
Asumiendo que la rapidez con que el virus se propaga, es proporcional no sélo a
los estudiantes contagiados, sino también, al numero de estudiantes no
contagiados. Determine el nimero de estudiantes contagiados después de 8 dias,
si ademas se observa que después de 3 dias ya eran 40 contagiados.

Solucidn. Este es un modelo logistico para la propagacion de una infeccion o un
rumor en una poblacion fija. Sea P(t) el nimero de estudiantes contagiados en t
dias, entonces 1000 — P(t) representa el nimero de estudiantes no contagiados
y la rapidez o velocidad de propagaciéon con la que aumenta en numero de

: dp
contagiados es —(t) , por tanto se cumple que,

"”;(t) es proporcional a (1000 — P(t))P(t).

Es un problema con valores iniciales
20 = (1000 — P(1))P(t) = 10007 (1 P“)) P(t)
P(1) =1y P(3) = 40.
Se trata de una ecuacidn logistica con M = 1000y ¥ = 1000r; reemplazando
en la ecuacion solucion (s1)

P(t) — 1000 1000

1+(10010_1)e‘1000” = 1+999¢ 10007t * (1)

Aplicando la condicién inicial P(3) = 40 para calcular r, y aplicamos en (1)
-3000r —

T 333
tanto la ecuacion de estimacién queda asf,

P(t) — 1000

1+999¢~1,2449t"

(=2
resulta e —, y tomando logaritmo natural r = _3((3)2‘2) ~ 0,0012429, por

(2)

. , . , . 1000
Finalmente el nimero de infectados en 8 dias serd P(8) =

1+999¢-12449(8)
954,887. Es decir, 955 estudiantes han sido contagiados, por lo que se observa la

propagacion es bastante rapido.m

Ejemplo 28. Usando un modelo logistico con capacidad sustentable M =
100x10°, una poblacién mundial (humana) de 5x10° en 1986 y una razén de
crecimiento de 2% anual, hacer una prediccion mundial para el afio 2018.
(Cuando seré esta poblacién de 32x10°? Los datos provistos son aproximados de
los datos en realidad.
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Solucién. Tenemos los datos M,,,, = 100x10° y M, = 5x10° (en miles de
millones de habitantes del planeta) y r = 0,02 (al 2% tasa de crecimiento). En

general la solucién de la ecuacion diferencial es

P(t) = —p—— 1
® = ()

. 100x10° ~
reemplazando los datos en (1) se obtiene P(t) = m que ahora en afio t =

. 100x10° 100x10°
32 se obtiene P(32) = TT190-00ETH — 1119005

Por otro lado, la poblacién sera de 32x10° en el tiempo t; que calculamos por

100x10°
— 9 _
P(ty) = 32x10° = T~ —gor

~ 9075 599 330 habitantes.

se reduce a e~%02t = % , tomando logaritmo natural en ambos miembros se
obtiene
17
t = lfgf;) ~ 109,5334,
esto es a mediados del afio 2095. m
Py

M, 10009

—

I

Figura 4.20: Tendencia de variacion de la poblacidn, se acerca a su maximo permitido.

PROBLEMA 4.9

1. La poblaciéon P(t) de una cierta ciudad cumple la ley logistica P'(t) =
1072P(t) — 10~8P?(t), donde el tiempo se mide en afios. Asumiendo que la
poblacién de esta ciudad es 100 000 en 1980, determine: a) La poblacién como
una funcién del tiempo, b) la poblacién en el afio 2019, c) El afio en que se
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duplicara la poblacién de 1980, d) el comportamiento de la poblacién cuando
el tiempo crece sin limite.

2. Un estudiante portador de un virus de gripe o influenza regresa a un local
universitario aislado que tiene 1 500 estudiantes. Si se supone que la rapidez
con que el virus se propaga es proporcional no sélo al nimero x de estudiantes

contagiados, sino también al niimero de alumnos no contagiados. Determine
el nimero de estudiantes contagiados luego de 8 dias, si ademas se observa
que después de 5 dias habian 60 estudiantes contagiados, x(5) = 60.

3. El nimero de personas N(t) de un cierto barrio que veran cierto aviso
publicitario se rige por la ecuacion logistica. Inicialmente N(0) = 400 y se
observa que N(1) = 800. Si se predice que el nimero limite de personas de la
comunidad que veran el aviso es 40 000, determine N(t) en un instante
cualquiera.

4. La poblacién P(t) de un barrio pobre de una gran ciudad en un instante

cualquiera se rige por el problema de valor inicial % = P(1072 —1078Pp),
P(0) = 4000, donde t se mide en meses, ;Cual es el valor limite de la
poblacién? ;en qué momento serd la poblacién igual a la mitad del valor
limite?

5. Resuelve la ecuacién % = P(a — bLnP).

4.16 EL MODELO DE BERTALANFFY

En los afos 50 del siglo XX, el biélogo austriaco L. von Bertalanffy (1901-1972)
desarrollé un modelo para la talla de un individuo en funcién de su edad, que se
utiliza con frecuencia para predecir el tamafio de los peces.

Sea L(t) la longitud del individuo en la edad t y sea A la talla maxima de la
especie, es decir la talla maxima que puede alcanzar un pez adulto. La ley de
crecimiento sefiala que la velocidad de crecimiento es directamente proporcional

aladiferencia entre lalongitud actual y 1a longitud de maxima permisible, es decir,
dfi—(tt) es proporcional a (4 — L(t))
lo que se escribe como
L0 = -1y,
siendo r > 0, la constante de proporcionalidad o tasa de crecimiento intrinseca,
propia de cada especie. Ahora si en el momento inicial, ¢ = 0, la longitud del
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individuo es Ly que varia en 0 < L, < A, entonces L(0) = Ly; y setrata de una
ecuacion diferencial con valor inicial,

0 = ra-L®) yLO) = L, (b1)
como la diferencia la entre la longitud actual y la longitud maxima alcanzada
disminuye con el tiempo, la velocidad de crecimiento disminuye con el tiempo,
significa que los ejemplares de peces de menor edad crecen a mayor velocidad que
los de mayor edad. En este modelo, la velocidad de crecimiento es siempre
positiva. Esto significa que los peces crecen durante toda su vida, que lo que ocurre
en la realidad.

Al ser la ecuacion (b1) de variable separable se puede integrar con facilidad,
[=dL=[rdt+k,
de donde, la solucién general es L(t) = A+ ce™™, con ¢ constante arbitraria.
Imponiendo la condicién inicial, L(0) = L, se obtiene la solucién
L) =A+ (Ly—A)e ™. (b2)

Se puede observar que cuando el tiempo es bastante grande, tETm(t) =4,
significa que la talla de los peces conforme pasa el tiempo tiende hacia A, pero no
lo alcanzard, ya que la recta L = A es un asintota horizontal de la solucion, figura
4.21. Ademas, no tiene un punto de inflexion, entonces la grafica es concava hacia
abajo.

1L.(1)

Figura 4.21: Representacion grafica de la solucién modelo Bertalanffi.
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Ejemplo 29. Sea L(t) la longitud (en centimetros) de un pez en el tiempo ¢,
medido en meses. Se asume que el pez crece de acuerdo con la siguiente ley (de
Bertalanffy),

dil—(tt) =r(36 — L(t)) yL(0) = 1.

Sabiendo que, a la edad de 4 meses el pez mide 10 centimetros; a) Determine la
constante de crecimiento; b) Calcule la longitud del pez a los 10 meses; c) Dar una
interpretacion de la dindmica en crecimiento de pez.

Solucion. Aqui A =36 y Ly = 1, al ser un modelo Bertalanffy, la solucién de la
ecuacion diferencial segun (bz) es
L(t) = 36 —35e7 "¢, (b3)

Para determinar el valor de r es necesario utilizar la informacién L(4) = 10,en
(b3) tenemos 10 = 36 — 35e™*", es decir r = —%ln (g) ~ 0,07431; una vez
conocido este valor tenemos la ecuacion

L(t) = 36 — 357007431t
Estimamos en el tiempo 10 meses t = 10 para calcular la longitud,
L(10) = 36 — 35¢~907431(10) ~ 19 3 cm.

Por ultimo, es obvio que para tiempo grande (t — +o0) la longitud tiende a 36
cm; en la grafica se observa que el pez sigue creciendo, pero cada vez a menor
velocidad, y su longitud tiende a acercarse al valor 36, aunque nunca llegara a él.

Liu

36

19,21~

7] r

Figura 4.22: Curva de crecimiento del pez.
4.17 DINAMICA DE EPIDEMIAS

La velocidad de propagaciéon de una epidemia es proporcional al nimero de
personas infectadas multiplicado por el nimero de personas no infectadas. Si
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denotamos por I(t) el nimero de infectados en el tiempo t y por P la poblacién

total, entonces la dinamica de la infeccién viene por la ecuacidn diferencial
R (OIGE () (e)

donde r > 0 es el coeficiente de proporcionalidad. La ecuacién diferencial (e1) es

1

de variable separable, integrando [ dl = r [ dt + k, yla solucién general es

1(P=1)
P
I(t) = Trco—TPL" (62)
Ahora si se conoce el nimero de habitantes inicialmente I(0) = P en (e2)

P—Py

hallamos el valor de constante ¢ = , la solucién al problema de valor inicial

0

estd dado por

p
I(t) = m- (e3)

Po

Ejemplo 30. En una poblacion de 10 2000 habitantes se detecté una enfermedad
que afecta inicialmente a 30 personas. Al cabo de cuatro dias, se observa que son
420 las personas afectadas. Calcular el nimero de personas enfermas que habra
pasados los 15 dias.

Solucidn. Es un problema con valores iniciales dados por,
d;—(t” = rI(t)(P — I(t)), 1(0) = 30, I(4) = 420,

con la condicién inicial 7(0) = 30, hallamos ¢ dado, P = 10 200 y P, = 30, la

ecuacion (e3) queda,

10 200
I(t) T 1+339¢—102007t

Para hallar el coeficiente de proporcionalidad aplicamos la condicién 1(4) = 420,

es decir
10 200 10 200
420 = — = - )
1+339¢—102007(4) 1+4339¢—40 8007

despejando r tomando logaritmo en ambos miembros se obtiene r =

1 163 . .,
In (—), aproximadamente r = 0,00006564, con esto la solucién para
—40 800 2373

hacer estimaciones del nimero de infectados,

10 200
I(t) T 1+339¢—0,669528t

aqui estimamos al cabo de 15 dias el nimero de infectados 1(15),
1(15) = 19200 ~ 10 051,79.

14+339¢—0,669528(15)
Es decir, en 15 dias habra aproximadamente 10 052 personas infectadas.
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PROBLEMAS 4.10

1. Enuna granja donde 40000 aves, existe un pollo contagiado con la gripe aviar.
Asumiendo que la rapidez de contagio es directamente proporcional tanto al
ndmero de aves contagiados como al nimero de no contagiados, siendo la
constante de proporcionalidad r = 4x207>. Calcular en cuanto tiempo un
75% de las aves de la granja quedaria infectados.

R. Aproximadamente 7.3 dias.

4.18 CRECIMIENTO DE TUMORES

Estudios experimentales sefialan que ciertas células como las bacterias, se

reproducen conforme a una tasa proporcional al volumen de las células en ese
instante. Si denotamos por x(t) el volumen de las células en el tiempo ¢; se tiene

dx(t) _

dt

siendo r la constante de proporcion, r > 0. El problema de valor inicial siendo x,

rx(t),

el volumen de las células en tiempo inicial ¢,

d
O~ rx(0), x(t0) = %0, ()

la solucién de (a) es
x(t) = xpe" ") (b)
Esta solucion (b) indica que las soluciones crecen exponencialmente conforme
pasa el tiempo, ;como aumenta? Veamos en tiempo en que se duplica,
2x, = xge”(Eto),
de donde t —t, = @ Esto quiere decir, que el volumen celular se duplica

. : : L
permanentemente en cada intervalo de tiempo [ty, t] cuya magnitud es @

Existen resultados de investigaciones que concluyen que los datos para muchos
tumores se ajustan, durante un desarrollo a casi 1 000 veces el volumen inicial.
Este modelo tiene que ver con la Ley de Gompertz, esta ley tiene cuenta el hecho
de que el crecimiento de un tumor avascular es rapido en sus inicios, y mas lento
a medida que pasa el tiempo.

Problema. El crecimiento de ciertos tumores sélidos avasculares puede
describirse mediante la siguiente ley
{x’(t) =re Mx(t)

x(0) = x, ’ (t2)
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donde x(t) expresa el nimero de células tumorales en el instante t; 7 >0y 1 > 0

son parametros de cada tumor y el tejido en el que se desarrolla; a) resolver el
problema de valor inicial, b) calcular tlir;n x(t).

Solucién. La ecuacion diferencial dado en (t1) es de variable separable, entonces
integramos
fidx =rfeMdt+c,

se obtiene como solucién general

x(t) = ce_%_u, (t2)
donde c es una constante arbitraria.
Imponiendo la condicién inicial x(0) = x, en (tz) se obtiene x, = ce_i asi la
constante se expresa por ¢ = xoeg, por lo tanto, reemplazando en (tz) se obtiene
(c)

— 0; es decir en (t3) tomamos limite

x(t) = xoeg(l_e_m)

cuando t es grande, t = +oo se tiene et

r

Tr1—e—At r
lim x(t) = lim xpe2™¢ ") = x,ei.

t—>+o t—>+o

El resultado (c) sefala que hay un lento crecimiento del tumory que su

T
volumen tiende a xje2.

PROBLEMA 4.11

1. Una cierta sustancia cumple la ley de crecimiento exponencial (c). Pruebe
que la grafica de Ln(x(t)) es una recta.

2. Un tumor canceroso satisface la ecuacidn (c) inicialmente, cuando, cuando
contenfa 10* células, el tumor crecia a una tasa de 20% por unidad de
tiempo. El valor numérico de la constante de retardo es 0,04. ;Cudl es el valor
limite de las células en este tumor?

4.19 APLICACION EN ECONOMIA: EL. MODELO SOLOW

El modelo econémico dindamico de Solow* (Solow, 1956) marca el inicio de la
moderna teoria de crecimiento econdmico. Su base responde a las hipoétesis.

La mano de obra, L, crece a una tasa constante n,
dL
— =nlL
dt
es decir
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El ahorro S = sY se invierte completamente en la formacion de capital, I =

dK

=T AK, donde Y describe el output en la economia (es un bien o servicio que ha

sido obtenido tras un proceso productivo), K capital y 4,s € (0, 1] son constantes
(A es la tasa de depreciacién del capital),

SY = Z54 K.
La funcién de produccion f (K. L) depende de la mano de obra Ly del capital K
en el sentido macro,
Y=f(K.L)
conK >0,L > 0.

*Robert Merton Solow nacido en 1924, economista estadounidense, formuld

la teoria del crecimiento econdémico, macroeconomia y economia de los

recursos naturales. Su modelo es dindmico, premio nobel de economia 1987

por sus aportes en el campo de la teoria sobre el crecimiento econémico. Su

modelo matematico adopta la forma de una ecuacion diferencial, que muestra

como el incremento del stock de capitales ocasiona un aumento de la

produccion per capita.
Problema: Encuentre la ecuacién que describe la evolucién del capital en el
tiempo y la solucion correspondiente a dicha ecuacion. ;La solucién del capital per

capita converge a algun valor en el largo plazo? Se asume que:
] d . e

) % >0, é > 0 : productos marginales positivas,
a a .

° a—£ <0, a—{ < 0 : retorno decreciente para cada factor.

La funcién de produccién f (K. L) se considera homogénea de grado uno, luego
Y = f(K.L) se puede escribir,

Y =Lf(5,1),

ahora si hacemos r = %se escribe

Y'=Lo(r). (s1)

Por otro lado, la hip6tesis de Solow dice

dK

T sY (s2)
donde s es la constante propension marginal al ahorro.

% =nL, n>0 (s3)
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y n es llamada tasa de crecimiento de la mano de obra, aqui (s3) sefiala la fuerza

crece exponencial. Esto se puede ver resolviendo la ecuacién diferencial,

dL
— = ndt,
L

de donde L(t) = Ce™.
La idea es construir un modelo completo a parir de las ecuaciones (s1), (s2) y (s3)-
Reemplazando (s1) en (s2),

% = SLo(@) (59

K . .
conr = —entonces K = rL que derivando se obtiene

dK dr dL
w = ta e

sustituyendo (s3) en esta ecuacion

e A

ac  Car T (s5)
igualando (s4) y (ss)

sLo(r) = L% + nlLr

es decir

ar

ST = so(r). (s6)

Un ejemplo tipico es la funcién de producciéon de Cobb-Douglas* (Bellod, 2011),
Y = f(K,L) = K*L'™%, a €(0,1),
entonces el modelo se traduce en

K\* K
v=1(%) =1 r==
L L
en este caso, se asume @ (r) = r%, luego la ecuacion (ss) se escribe como
ar
L= sr. (s7)

*La funcién de produccién de Cobb-Douglas es quizas la funcién de produccién més
utilizada en economia. La formulacion se debe al profesor de economia Paul Douglas
y el matematico Charles Cobb. En 1927, Douglas descubri6 algo interesante: la
distribucion de la renta entre trabajo y capital en EEUU, era casi constante con el paso
del tiempo. Fijaba que, el trabajo se llevaba el 70% de las rentas y el capital el 30%.
Entonces acudié a su amigo matematico Cobb para ver si existia alguna funcién que
mantenia las participaciones constantes en los factores. De alli la funcion Y =
Ak*L'=% donde 0 < a < 1; Y: Produccion, A: progreso técnico exdgeno, K: Stock
de capital, L: nimero de empleados en una economia.
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De manera que la ecuacion diferencial del capital per capita (s7) es del tipo

. .z — dz
Bernoulli. Para resolver esta ecuaciéon hacemos z = r1~%, donde - = 1-

d - C _ .
a)r—® d_Z' que luego multiplicamos en la ecuacién (s7) por (1 — a)r~% y se obtiene

(1-—a)r =« % +(A-—a)nrt™*=(1-a)s
es decir
% +(1—-anz=>0-a)s, (ss8)

lo cual es una ecuacién lineal en z con factor integrante u(t) = exp(f(1—
a)ndt) = exp((1 — a)nt), y multiplicando (ss) por u(t), se obtiene,

e(l—a)nt% + (1 _ a)nze(l—a)nt — (1 _ a)se(l—a)nt

%(e(l—a)ntz) =(1- a)se(l—a)nt,
integrando en ambos miembros
e-onty = [((1 - a)se=Omt)qdt + ¢
=2e@-ant 4
n
Por tanto, la solucién para z es
z(t) = %+ ce~(1-amt,

ahora deshaciendo cambio z = 1%, entonces la solucién general se escribe

1
r(t) = (S + ce~(i-me)i=e, (so)
Consideremos la condicién inicial 7(0) = 1, donde 1, es el capital per cipita

para un tiempo t = 0, se obtiene
1

r(0) =1, = (% + c)m

’ — S
asic=r¢ *-=

Por tanto, la solucién del problema con valor inicial

r(t) = (% + (Tol_a _ %) e—(l—a)nt)litx. -

Se puede observar que cuando el tiempo es bastante grande, t — oo, se obtiene
1

que r(t) tiende a (%)1_“, se explica como que el equilibrio varia directamente con

la propension marginal al ahorro e inversamente con la tasa de crecimiento de
mano de obra n. En conclusién a largo plazo, tenemos que tlim r(t) = 1, como el
—+00

capital de estado estacionario,
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1

= ()
e n -

Problema. En la funcién de producciéon de Cobb-Douglas, considere 0,1 como tasa
de crecimiento de la poblacién, 0,20 como tasa de ahorro y a = 0,2. Halle la
solucidn del capital de estado de equilibrio.

Soluciodn. La funcidn de produccién de Cobb-Douglas es

Y=L (g)a = Lr% donder = %

donde se dan las hipotesis n = 0,1;s = 0,20 y a = 0,2. Sustituyendo los valores
dados en la ecuacién diferencial (s7) resulta,

a4 101, = 0,2r°2,
dt

Asi resulta una ecuacién de tipo Bernoullj, siguiendo el modelo de solucion para
este tipo de ecuacion (ver (s9)) resulta como solucion general
r(t) = (2 + ce”008)125,

Calculamos la expresién en el equilibrio (cuando t - +®)yesr, = (2)4?°. m

4.20 LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON

Si un objeto o cuerpo que tiene una temperatura inicial Ty se deposita en un medio
ambiente que se mantiene a una temperatura constante T,,, siendo Ty # Ty,
nuestra observacién del diario quehacer nos confirma que conforme pasa el
tiempo, la temperatura del objeto tiende a ser igual al del medio que los rodea.

Entonces bajo ciertas condiciones, la velocidad a la que cambia la temperatura
de un objeto es directamente proporcional a la diferencia de la temperatura del
objeto en ese instante t, esto es, para obtener un modelo aplicamos la Ley de
enfriamiento de Newton, asi:

dZ—(tt) es proporcional a (T (t) — t,;,),
es decir
L8 = k(T (1) - tw), (t2)

donde T,, es la temperatura del medio (constante) y k es la constante de
proporcionalidad, propia del objeto. Si en el instante inicial, t = 0, la temperatura
toma el valor T, se tiene T(0) = T,, por lo tanto la temperatura del objeto en
cualquier instante posterior, T(t), viene de un problema de ecuaciones
diferenciales con valor inicial,
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dt
T(0) =T
Si analizamos la ecuacion (ti1), puede ocurrir un enfriamiento: Si Ty > T, esto
es T(t) > T,,, en el objeto estd ocurriendo un enfriamiento esto obliga a que T(t)

(t2)

{‘”(” k(T (t) — Tp)

decrece y que T(t) — T, > 0; entonces como £ < ¢ yT(t) =T, > 0,de (t2) se

deduce que k < 0; es decir la constante de proporc1onahdad es negativa.
Similarmente, puede ocurrir un calentamiento: Si Ty < T,,,, también T (t) < T,
en el objeto esta ocurriendo un calentamiento, esto obliga a que T (t) crece y que

T(t) — T, < 0; porlo tanto——= ar (t) >0yT(t) — Ty <0,de (t2) se deduce que k < 0;

es decir nuevamente la constante de proporcionalidad es negativa. Con estas
observaciones se confirma que la ecuacion diferencial (t2), tiene sentido, sea para
enfriamiento o calentamiento; siempre es k < 0.

Resolvemos la ecuacion diferencial (tz) al ser una ecuacién de variable

separable, integrando, f% =k [dt+c, , de donde In|T — Tp,| = kt + ¢4; es

decir,
T(t) = Ty, + ce®t; c € R. (t3)
La solucion particular que cumple T(0) = T, aplicados en (t3) es
T(t)=Tyn+ (To - m)ekt . (ta)
Se puede observar que para t bastante grande; 11m T(t) = . Es decir,

cualquiera sea su temperatura inicial, conforme transcurre el tiempo, la
temperatura del objeto tiende a igualarse con la temperatura del medio,
graficamente interpretado dice que tiene una asintota horizontal en T = t,,,. La
figura 4.23 representa las soluciones del problema cuando se da varios valores del
dato inicial Ty; (Ty < Tyn; Tp > Tpp); naturalmente, la temperatura del objeto
cambia mas rapidamente cuando mayor es la diferencia entre la temperatura
inicial del objeto y la temperatura del medio.
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Figura 4.23: Representacion grafica de la ecuacidn diferencial (tz), segtn casos.

Ejemplo 31. Cuando un cuerpo absorbe calor del medio que lo rodea sigue la Ley
de Newton. Una pequefia barra de metal, cuya temperatura inicial es 18 °C, se deja
caer en un recipiente con agua hirviendo. Calcular el tiempo que dicha barra
tardara en alcanzar los 85 °C, si e sabe que su temperatura aumenta 2 °C en un
segundo. ;Cudnto tardara la barra en alcanzar los 80 °C?

Solucién. Tenemos la temperatura del medio T,, = 100 (agua hirviendo),
mientras que la temperatura inicial es T(0) = 18. Por tanto, se trata de un
problema con valor inicial

ar() _

- k(T(t) —100), T(0) = 18.

Conforme a la solucién dada en (ts) se escribe T(t) = 100 + (18 — 100)e*¢, es
decir
T(t) = 100 — 82e*t. (1)
Por otro lado, la temperatura aumenta en 2 °C en 1 segundo, encontramos que
T(1) =18+ 2 =20,
asi, en (1) se obtiene T(1) = 20 = 100 — 82e*(), es decir e* = g, luego k =
n(®)
Por lo tanto, la temperatura en cualquier instante t habiendo reemplazado el valor
de la constante es
40
T(t) = 100 — g2t 2)
Para calcular el tiempo que tarde la barra en alcanzar la ecuacién T(t) = 85 °C

40
usamos la ecuaciéon de estimacion (2), asi, 85 = 100—826”71(5) de donde
haciendo estimaciones
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n(55)

t =

m(%) ~ 68,79 s.
Similarmente, para calcular el tiempo que tarda en alcanzar 80 °C se resuelve

la ecuacién T(t) = 80 9C, en (29) y se obtiene t = 57,14 s.

Ejemplo 32. Un objeto que tiene una temperatura de 65 °F es depositado (en el

tiempo t = 0) en un lugar donde la temperatura se mantiene a 35 °F. Transcurrido

3 min, la temperatura del cuerpo ha disminuido a 55 °F; a) ;Cual es la temperatura

del cuerpo después de 5 min?, b) ;Cuanto tiempo transcurrira para que el cuerpo

tenga 45 OF?

Solucion. Considerando que T(t) es la temperatura del objeto en OF, luego de t

minutos, entonces la ecuacion diferencial a resolver es

T = k(T(t) - 35), T(0) = 65y T(3) = 55,

la solucidn de esta ecuacion es conforme a la ecuacion (ts),
T(t) = 35 + (65 — 35)ekt = 35 + 30ekt,
entonces aqui aplicamos T(3) = 55 y queda 55 = 35 + 30e3* de donde
1, (2

k=2in(2)~-01352,
por tanto, la solucién de estimacidn es

T(t) = 35 + 30e~01352¢,

Respondiendo a las preguntas:
a) La temperatura del objeto en 5 min, basta calcular T(5),
T(5) = 35 + 30e~1352(5) ~ 50.26 OF.

b) Para hallar el tiempo resolvemos T(t) = 45 en la ecuacion de estimacion,

45 = 35 + 30e~ 01352,

1 . . .
106G - g8.1258 min; por lo tanto, el objeto tendra una temperatura

dondet =
0,1352

de 45 C después de t = 8 minutos, 8 segundo.m
Ejemplo 33. Un cuerpo que tiene una temperatura 40 °F se ubica alas 10:00 horas
en un horno que se mantiene a 370 °F. A las 11:00 horas su temperatura era 120
OF. ;A qué hora estara el cuerpo a 160 9F?

Solucion. La ecuacién diferencial que modela el problema es
d:l—(t” = k(T(t) — 370), T(0) = 40 y T(60) = 120,

donde la solucién al valor inicial se escribe T(t) = 370 — 330e*t, usamos la
segunda condicién para calcular el valor de la constante k; al cabo de una hora (60
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mini) se tiene T(60) = 120, es decir 120 = 370 — 330e°°%, aproximadamente

k= % In (g) ~ —(0,0046. Por tanto, la solucién de estimacion es

T(t) = 370 — 330e~0,0046¢, (D
En la ecuacion (1), el cuerpo alcanzara la temperatura de T = 160 °F cuando
160 = 370 — 330e~0:0046¢)
()

dedondet =
—0,0046

de 160 °F a eso de las 11:38 horas.m

Ejemplo 34. Una taza de café con temperatura de 180 °F se pone en un cuarto
cuya temperatura es 60 9F. Dos minutos después la temperatura del café es 160
OF. ;Después de cuanto tiempo la temperatura del café sera 140 °F?

Solucién. Consideremos T'(t) la temperatura (en °F) del café en el momento ¢,

~ 98,26 min. (1h, 38 min); por lo tanto, la temperatura sera

donde la temperatura del medio es T,, = 60, entonces se trata de una ecuacion
diferencial que cumple las condiciones iniciales

{ O = k(1) - 60)
T(0) = 180 y T(2) = 160’

la solucién al problema de valor inicial T(0) = 180 es T(t) = 60 + 120e*t, ahora
la segunda condicion para encontrar el valor la constante k; T(2) = 160,

160 = 60 + 120e2k,
dedonde k = %ln (2) ~ —0,0915, siendo entonces la solucién de estimacion, sirve

para cualquier t positivo,
T(t) = 60 + 120e~%0915t (1

En (1), calculamos el tiempo t; cuando la temperatura es 140 9F, se decir

T(t;) = 140, tenemos entonces en (1), 140 = 60 + 120e~%0915t1 tomando
n(?)

-0,0915
deben transcurrir unos 4 min, 25 s para que la temperatura del café sea de 140
F.m
Ejemplo 35. La temperatura de un motor en el momento en que se apaga es de
200 °C y la temperatura del aire que lo rodea es de 30 °C. Transcurridos 10 min la
temperatura del motor llega a 180 °C. ;Cuanto tiempo pasara para que la

logaritmo natural y despejando el tiempo t; = ~ 4,4313 min. Por lo tanto

temperatura del motor baje hasta 40 °C?

Solucion. Consideremos T(t) la temperatura (en °C) del motor en el momento t,
donde la temperatura del medio es T,,, = 30 °C, entonces se trata de una ecuacion
diferencial que cumple las condiciones iniciales
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dt
T(0) = 200 y T(10) = 180
la solucién al problema de valor inicial T(0) = 200 es T(t) = 30 + 170e*¢, ahora
la segunda condicién para encontrar el valor la constante k; T(10) = 180,
180 = 30 + 170e1%k,

{ IO _ k(T(t) — 30)

de donde k = %ln (1—3) ~ —0,0125, siendo entonces la solucion de estimacion, y

sirve para cualquier t positivo,
T(t) = 30 4+ 170e~00125¢ (2)
En (2), calculamos el tiempo t; cuando la temperatura es 40 °C, se decir T(t;) =
40, tenemos entonces en (1), 40 = 30 + 170e~%9125%1 tomando logaritmo natural
()
-0,0125
transcurrir 3 horas, 46 minutos, 18 segundos.®

y despejando el tiempo t; = 226,6570 min. Por lo tanto, deben

APLICACION A LA MEDICINA

Ejemplo 36. Un ganadero sali6 una tarde a cazar un zorro que estaba merodeando
el corral de su rebafio. El cuerpo del ganadero fue encontrado sin vida por un
viajero, en un cerro cerca de su choza junto al animal cazado, a las 7:00 h del dia
siguiente. Un médico forense lleg6 a las 8:00 h y tomd la temperatura del cadaver,
a esa hora anot6 20 °C, una hora mas tarde, al darse cuenta ya en la noche, y atin a
esas horas, la temperatura ambiente era aproximadamente de 6 °C, el médico
volvi6 a medir la temperatura corporal del cadaver y observo que era de 18 °C. ;A
qué hora murié el ganadero aproximadamente?
Solucién. Segun la informaciéon proporcionada, se tiene que la temperatura
ambiente se mantuvo casi constante como T, = 6 °C, y antes de su muerte, la
temperatura corporal del ganadero era de 36 °C. Nuestra opinion es que el forense
estuvo correcto en tomar dos lecturas, ya que estos datos servirdn para encontrar
el valor de la constante k; entonces tenemos una ecuacion diferencial con valor
inicial
dr :
T(0)=20 y T(1) =18
Se entiende quet = 0alas8:00hyt = 1alas9:00 h. La solucién de la ecuaciéon
estd dado por T(t) = 6 + ce”t, hallamos la constante aplicando la condicién

{ T = k(T - 6)

T(0) = 20,y tenemos 20 = 6 + ce?, asi ¢ = 14; por tanto se tiene
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T(t) = 6 + 14e*t, (3)
en (3) aplicamos la segunda condicién, T(1) = 18 = 6 + 14e* donde k = In (g),

aproximadamente k = —0,154150. Entonces la ecuacién para estimar cualquier
valor es

T(t) = 6 + 14e~0154150¢, (4)
Por dltimo, para determinar t; talque T'(t;) = 36, estimamos en la ecuacién en (4),

36 =6+ 148_0’154150t1
n(22) | . |
~oimas © —4,9441 (el signo negativo quiere decir antes de). Por
lo tanto, el deceso ocurrid aproximadamente 4 h, 56 min antes de las 8:00 h 8hora

despejando t; =

de la primera toma de temperatura), debe ser, alrededor de las 3:04 horas. m

PROBLEMAS 4.12

1. Un termoémetro en el que se lee 70 °F se ubica en un lugar donde la
temperatura es 10 °F. cinco minutos después el termdémetro sefiala 40 °F. ;Qué
tiempo debe pasar para que el termémetro marque medio grado mas que la
temperatura del medio ambiente?

R. 34 min, 34 s.

2. UntermoOmetro que estd en el interior de una habitacion se traslada al exterior
donde la temperatura es 6 °F. Después de un 1 min el termdmetro se lee 60 OF
y luego 5 min se lee 35 OF. ;Cudl era la temperatura del termometro en la
habitacién?

R. 74.65 F aproximadamente.

3. Un objeto a una temperatura desconocida se coloca en un refrigerador a una
temperatura permanente de 0 °F. Siluego de 20 min la temperatura del objeto
es de 40 °F y después de 40 min es de 20 °F. Calcule la temperatura inicial del
objeto.

R. 80 OF.

4. Una pequefia barra de metal, cuya temperatura inicial es de 20 9C, se deja caer
en un recipiente con agua hirviendo. Sabiendo que su temperatura aumenté 2
0C en un segundo; a) obtener la funcién de estimacion de la temperatura del
cuerpo en cualquier instante t; b) calcule el tiempo que tarda la barra en
alcanzar 90 °C; c¢) calcular el tiempo que demora la barra en alcanzar 98 °C.

39
R.a) T() = 100 — 80¢"™(0); b) 82,1 5; ¢) 145,7 s.
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10.

En una habitacién la temperatura que marca un termoémetro clinico es 20 °C.
Para detectar si un paciente tiene fiebre (definida como temperatura corporal
de 38 °C 0 mas) se pone un termoémetro en la axila del paciente. Si después de
un minuto el termdémetro lee 27 °C en una persona sana (con temperatura de
36 °C), ;cuanto tiempo se debe dejar en una persona con fiebre para detectarla
con un error no mayor que 0,2 0C?

R. Aproximadamente 7 min 50 s.

Camilo invit6 a Beni a tomar café en la mafiana. El sirvié dos tazas de café. Beni
le agreg6 crema para baja la temperatura de su café a 1 °F. Luego de 5 min,
Camilo también agreg6 crema a su café hasta disminuir en 1 F. Sélo entonces,
Camilo como Beni iniciaron a tomar su café. ;Quién tenia el café mas frio?

R. Camilo.

Un objeto a una temperatura de 50 °F se pone al aire libre donde la
temperatura es de 100 9F. Transcurrido 5 min la temperatura del objeto es de
60 OF; a) calcule el tiempo que requiere el objeto para alcanzar una
temperatura de 75 °F; b) calcule la temperatura del objeto después de 20
minutos.

R. 15,4 min, 76,6 °F.

Preciso antes del mediodia se encontr6 el cuerpo de una victima de un
presunto homicidio dentro de un departamento que se conserva a una
temperatura constante de 70 °F. Alas 12 del dia la temperatura del cuerpo era
de 80 °F y ala 1 de la tarde era de 75 °F. Considerando que la temperatura del
cuerpo al morir era de 98.6 °F. Calcular la hora en que murié la victima.
Observacion: El proceso de enfriamiento cumple la ley de Newton.

R. Aprox. 10:30.

Un material ceramico se retira en cierto momento de un horno cuya
temperatura es de 750 °C, para continuar con la segunda etapa del proceso se
requiere que el material se encuentre a una temperatura de cuando mucho
200 9C. Asuma que la temperatura de una sala de enfriamiento donde se
pondra este ceramico es de 5 °C y que, después de 15 min, la temperatura del
material es de 600 °C. Calcule el tiempo cuando el material ceramico estara
listo para ingresar a la segunda etapa del proceso.

R. 1h, 29 min, 22s.

Una vasija con agua a una temperatura de 100 °C se lleva a una habitacién que
se mantiene a una temperatura constante de 25 °C. Luego de 3 min la
temperatura del agua es de 90 °C. Calcular la temperatura del agua luego de
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15 min. Encuentre el tiempo que debe pasar para que la temperatura del agua
sea 40 oC.
R.61.67 °C, 33 min, 44 s.

4.21 PROBLEMA DE MEZCLADO

Muchos problemas importantes en Ingenieria y biologia tienen que ver con
mezclados. Es frecuente, al mezclar dos liquidos produce una ecuacién diferencial
lineal de primer orden. En los problemas de mezclados aparecen involucradas
sustancias, las cuales se mezclan dentro de un recipiente de volumen dado V. El
problema tiene ver con una cierta sustancia M fluya con una rapidez dentro de un
recipiente que contiene una mezcla, que mediante una agitacién se mantenga
uniforme. La idea es que esta mezcla uniforme sale al exterior del recipiente con
otra rapidez que puede ser igual o diferente (Kreider, 1973).

El problema consiste en determinar la cantidad de sustancia M que esta
presente en el tanque en el instante t, entonces la rapidez de variaciéon de x

. dx . .
respecto de t es la derivada o ahora si denotamos por E la razén con lo que la

sustancia M entra en la mezcla y por S la razén con lo que sale, se formula una ley
que cumple la ecuacién de continuidad
AUMENTO = (rapidez de entrada) — (rapidez de salida)

dx

e E-S
entonces a partir de esta ecuacién diferencial podemos determinar la cantidad de
M en el instante t, esto dos tipos de problemas, también se denominan andlisis
compartimental.
Ejemplo 37. Un tanque contiene 2000 litros de una solucién que consta de 100 kg
de sal disuelto en agua. Se bombea agua pura hacia al tanque a razéon 5 1/s, y la
mezcla se extrae a la misma razén, ;Cuanto tiempo pasara para que se queden 20
kg de sal en el tanque?
Solucidn. Consideremos x la cantidad de kg de sal al cabo de t segundos. La

concentracion al cabo de t segundos es
X

~ 2000’
debido a que la razén que entray sale es la misma.
Cantidad que sale es

5(-==)dtenl/s,
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esta claro 0 kg en razén que entra agua pura, luego teniendo en cuenta la ecuacion

de continuidad,
AUMENTO = ENTRADA — SALIDA

dsz—S(ZSCT)dt,

es una ecuacion de variable separable donde x € [100,20] y t € [0, t] se obtiene
f20 Ez—iftdt,
100 x 40070

de donde t = 4001In(5) s = 10,7, minutos.m
Ejemplo 38. Un tanque contiene originalmente 200 galones de agua pura. Se
vierte entonces agua que contiene media libra de sal por galén dentro del tanque
a una velocidad de 2 galones/minuto, y se permite que salga la mezcla con la
misma rapidez. Luego de 10 minutos se detiene el proceso y se vierte agua pura
dentro del tanque a la velocidad de 2 galones/minuto dejando salir también la
mezcla a la misma velocidad. Obtener la cantidad de sal en el tanque al final de los
20 minutos.
Solucién. Consideremos x la cantidad de libras de sal que hay en el tanque al cabo
de t segundos. La concentracidn al cabo de t segundos es

C= 2%0, libras/galon
Ahora en el tiempo dt entran

% (2)dt libras de sal.
Cantidad que sale en dt

2 (me) dt libras de sal,

luego teniendo en cuenta la ecuacién de continuidad,
AUMENTO = ENTRADA — SALIDA

dx = dt - 2 (5=) dt,
200
es una ecuacion de variable separable,

L
100 —x %~ ¢

—100In(100 — x) =t +c,
al satisfacer la condicién inicial x(0) = 0, se tiene que ¢ = —100In(100), Ila

solucidn al problema de valor inicial es
—1001In(100 — x) =t — 100In(100)

es decir

x(t) = 100 (1 - e_l_:;O).
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Por tanto, al cabo de t = 10 minutos se tiene
10
x(10) = 100 (1 - e‘m) ~ 9,51 libras de sal.m

Segunda etapa: El depésito tiene constantemente 200 galones de la mezcla,
consideremos sea y la cantidad que hay en el tanque al cabo de t minutos. La
concentracion es pues

=
200’
como entran cero libras de sal, en un tiempo dt salen
Y
Z(ZOO)dt,
aplicando la ecuacion de continuidad
- _
dy = 200 at,

es una ecuacion separable integramos en x € [9,51; x] y t € [10,20] se tiene

x 20
L2 e
9,51 Y 10 100
1
n(55) =~

Por tanto, x = 9,51e~%! = 8,61 libras de sal.m
Ejemplo 39. Un tanque contiene originalmente 200 galones de agua pura.
Iniciando en t = 0, una salmuera que contiene 4 libras de sal por galéon entra al
tanque a razén de 5 galones/minuto. La mezcla se conserva uniforme mediante
agitacion, y estando bien agitado sale con una rapidez de 4 galones/minuto. (a)
¢Qué cantidad de sal habra en el tanque después de 20 minutos? ;Cuando habra
en el tanque 50 libras de sal?
Solucion. Consideremos x la cantidad de libras de sal que hay en el tanque al cabo
de t minutos. La concentracién al cabo de t minutos es

X
¢ =250

e libras/galén

ahora en el tiempo dt entran
5 (4)dt libras de sal.
Cantidad que sale en dt

4 (L) dt libras de sal,
200

luego teniendo en cuenta la ecuacién de continuidad,

AUMENTO = ENTRADA — SALIDA
dx = 20dt — 4 () dt,
200
es una ecuacion de variable separable, integrando
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5
floo_xdx—fdt+c
x(t) = 100 — ke~ t/5,

(a) Al satisfacer la condicidn inicial x(0) = 0, se tiene que k = 100, la solucidn al
problema de valor inicial es

t
x(t) =100(1 — ke s5),
por tanto al cabo de t = 20 minutos se tiene

20
x(20) = 100 (1 - e_?) =~ 98,2 libras de sal.m
(b) Se tendra x = 50 libras de sal si

t
50 = 100(1—e75),
de donde
t = 5In(2) = 3,47 minutos. =
Ejemplo 40. Un tanque x,lb de sal disuelto en 400 galones de agua. En el tiempo
t =0 entra agua que contiene %lb de sal por galdn, con una velocidad de

8 gal/min,y la solucién homogenizada sale del depésito con la misma intensidad.
Determine la concentracién de sal en el tanque para todo tiempo t > 0.

Solucién. Denotemos por x(t) la cantidad de sal en el tanque en el tiempo t debe
ser igual a la velocidad con el cual entra la sal en el tanque. Rapidez con que entra:

E = (31b/gal) (8gal/min) = 2 lb/min.
Por tanto,

dx X
E_E_S_Z_E' x(O) = Xo,
tiene como solucidn,
x(t) = x0e 7292t + 100(1 — e~2028), (1)

Por lo tanto, la concentracion c(t) de sal en el tanque es

_x(®) _ x0e”%%% 1.0 002t
c(t) = 200 a0 T 4(1 € ).

Observacion. En (1), el término x,e~%%%¢ representa la porcién de la cantidad

original de sal que permanece en el tanque en el tiempo ¢, lo cual se vuelve cada
vez mas pequefio con el paso del tiempo, conforme la solucién original sale del
depdsito; lo mismo en (1) el término 100(1 — e~%%2%) representa la cantidad de
sal en el tanque en el tiempo ¢, debida a la accién del flujo. Naturalmente cuando
t — oo la cantidad de sal en el tanque debe tender al valor 100 [b.
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PROBLEMAS 4.13

1. Un tanque contiene 1000 litros de una solucién que consta de 100 kg de sal
disuelto en agua. Se bombea agua pura hacia al tanque a razén 5 1/s, y la
mezcla se extrae a la misma razon, ;Cuanto tiempo pasara para que se queden
10 kg de sal en el tanque?

R.t = 4,41 minutos.

2. Un tanque contiene originalmente 100 galones de agua pura. Se vierte
entonces agua que contiene media libra de sal por galén dentro del tanque a
una velocidad de 2 galones/minuto, y se permite que salga la mezcla con la
misma rapidez. Luego de 10 minutos se detiene el proceso y se vierte agua
pura dentro del tanque a la velocidad de 2 galones/minuto dejando salir
también la mezcla a la misma velocidad. Obtener la cantidad de sal en el
tanque al final de los 20 minutos.

R.x = 9libras de sal; x = 7,4 libras de sal.

3. Untanque contiene originalmente 200 galones de agua pura. Iniciandoen t =
0, una salmuera que contiene 4 libras de sal por galén entra al tanque a razon
de 5 galones/minuto. La mezcla se conserva uniforme mediante agitacion, y
estando bien agitado sale con una rapidez de 4 galones/minuto. (a) ;Qué
cantidad de sal habra en el tanque después de 20 minutos? ;Cuando habra en
el tanque 50 libras de sal?

R. (a) 300,1 libras de sal; (b) 2,6 minutos.

4. Un tanque contiene x,lb de sal disuelto en 600 galones de agua. En el tiempo
t = 0 entra agua que contiene %lb de sal por galén con una velocidad de 6
gal/min, y la solucion homogenizada sale del depédsito con la misma

intensidad. Determine la concentracion de sal en el tanque para todo tiempo
t>0.

4.22 CIRCUITOS ELECTRICOS

Una aplicacién a circuitos eléctricos tiene que ver con la segunda Ley de Kirchhoff.
Estudiamos dos casos:

Circuitos eléctricos L-R en serie. Sea L la inductancia, R la resistencia; E(t) la
tensién aplicada al circuito, figura 4.24. La segunda ley de Kirchhoff dice un
circuito en serie que contiene s6lo una resistencia y una inductancia, la suma de
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dl(t)

las caidas voltaje a través del inductor L y del resistor i(t)R es igual a la

tension aplicada al circuito, por tanto, la ecuacidon diferencial queda asi
LEO 4 Ri(t) = E(D), (al)

de donde se puede obtener la corriente i(t) del sistema.

La ecuacion (al) es lineal y tiene como solucién general

R
-7t R R
i(t) = == [ el"E(t)dt + ce™1",

E(t)

R

Figura 4.24: Circuito eléctrico L-R en serie.

si E(t) = E, es constante se obtiene
R
) E —(B)¢
i(t) = ?0+ ce ) ,
. : : . . E :
y cuando el tiempo es grande t — oo se tiene corriente estacionaria ?0, la corriente

en el circuito parece que solo estuviera influenciada por laley de Ohm, iR = E.
Circuito eléctrico R-C en serie. Sea C la capacitancia, R la resistencia, q(t) la
carga en el capacitor (o condensador), fia caida de voltaje a través de C es — q( ) , la
figura 4.25. Por tanto, la segunda ley de Kirchhoff dice

Ri+=-q(t) =E(t), (a2)
dq(t)

pero la corriente i(t) y la carga q(t) estan relacionado por i(t) = , luego
convierte en una ecuacion diferencial lineal,
REDL2q0) =E®).  (a3)
Al ser (a3) una ecuacién d1ferenc1al lineal, tiene como solucion general,

q(t) == ¢

“Rct . 1, _1
[ ercE(t)dt + ce Re" .

187



|1
1
C

Figura 4.25: Circuito eléctrico R-C en serie.

Ejemplo 41. Una bateria de 10V (volts) se conecta a un circuito simple en serie en
el cual la inductancia es %H (henrys), y la resistencia de 8 Q (ohms). Determinar
la corriente si la intensidad inicial es cero.
Solucién. La ecuacion diferencial es como (al),

L9 d‘(t) + Ri(t) = E(t)
donde L = %, R=8E=10,es dec1r

1dl(t)
P + 8i(t) = 10,con i(0) = 0.

Al ser lineal se resuelve con el factor integrante u(t) = e32! y se tiene
_ 5 5 _33¢t
i(t) = PR N |
Ejemplo 42. Se tiene un circuito en serie, con resistencia 200 ), capacitancia
10~*F, se aplica una tension de 100 V. Halle la carga q(t) en capacitorsi g(0) = 0,
halle también la corriente i(t).
Solucion. Tenemos R = 200 Q, C = 107*F, E(t) = 100 V, la ecuacién diferencial
se escribe
200 dZ—(tt) +10%q(t) = 100,

es decir

dq(t) _1

— T50q() =5,

ecuacion diferencial lineal con factor integrante u(t) = e°° y solucién general

1 —50t
q(t) =0T ce
al ser g¢(0) = 0 se obtiene ¢ = — 1— luego la solucioén al valor inicial es,
L 1 -s0t
q(6) = 100 100° :
Por lo tanto, la corriente i(t) se escrlbe
i(t)=-e>% m
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PROBLEMAS 4.14

1. Se tiene un circuito en serie, con inductancia de EH y la resistencia es de 50

), hay una tension de 30 V, determine la i(t), si i(0) = 0. Halle la corriente
estacionaria.

2. Se tiene un circuito en serie, con resistencia 200 (), capacitancia 107°F, se
aplica una tension de 150 V. Calcule la carga q(t) en el capacitor si g(0) = 0,
halle también la corriente i(t).

Resuelve la ecuacion diferencial L Z—i + Ri = Eysen(6t), donde i(0) = i,.

4. Setiene un circuito en serie, en el cual la resistencia es 800 0 y la capacitancia
es de 1073F, se aplica una tensién de 80 V. Calcule la carga q(t) en el capacitor
si q(0) = 0,y halle la corriente i(t).

5. Se tiene un circuito en serie, en el cual la resistencia es 1 500 Q y la
capacitancia es de 10~7F, se aplica una tensién de 250 V. Calcule la carga q(t)
en el capacitor si i(0) = 0,2, y halle la corriente y la carga para t = 0,002s, y
la carga cuando el tiempo crece sin limite.

4.23 LEY DE ABSORCION DE LAMBERT

Enunciamos y resolvemos la ecuacién diferencial de la ley de absorcién de
Lambert. Esta Ley sefiala que la tasa de absorcion de luz con respecto a una
profundidad x de un material translicido es proporcional a la intensidad x. Vamos
hacer una formulacion matematica, si I es la intensidad de la luz a una
profundidad x, entonces

dal
— = —cl
dx !

siendo ¢ la constante de proporcionalidad, cumple una condicidn inicial 1(x,) =
Io. La solucién al problema de valor inicial es
1(x) = Ije=¢(—%o),
Ejemplo 43. La intensidad [ a una profundidad de 40 pies es g de la intensidad en
la superficie. Encuentre la intensidad a 70 pies y a 140 pies.
Solucién. Para x; = 0 se tiene la intensidad I en la superficie, luego
I(x) = Ipe™* (1)
se cumple
1(40) = glo
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en (1),

5 -
;IO = Ioe 40c

tomando logaritmo resulta

en (1) se tiene
I(x) =Ipe” 20 (2)
En (2), aplicamos la condicién
in()

7/4
1(70) = Ioe_ 40 (70) = Io (g) .

9

In(g) 7/2
1(140) = Iye ™20 40 = (g) =

Ejemplo 44. En agua limpia la intensidad I a 4 pies bajo la superficie es de un 25%
de la intensidad I, en la superficie. ;Cual es la intensidad del rayo a 20 pies bajo la
superficie?
Solucién. Cuando x = 0 en la superficie se tiene I = I, la ecuacion es

I(x) =lje™ (1N
cuando x = 4 pies la intensidad es

1(4) = 0,251,
en (1)

0,251, = I,e™*¢

e ¢ =(0,25)1/4
es decir,

1(x) = Ip(e™)* = 1,(0,25)*/*
para x = 20 pies
1(20) = 1,(0,25)%%/% = 1,(0,25)°. m

4.24 MAQUINA QUITA NIEVES

Modelamos y resolvemos una ecuacion diferencial que tiene que ver con el
movimiento de una maquina quitanieves.

Tenemos, una maquina quitanieves desplaza un volumen de V (m3/hora),
barriendo un ancho b metros de la carretera. El quitanieves avanza con una
velocidad que varia segun la cantidad de nieve en la carretera. La cantidad de
nieve influye para mantener V constante en el tiempo. Se asume que nieva
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regularmente, de tal modo que la altura de nieve crece a razén de r metros/hora.
Luego de empezar a nevar, la maquina empieza la limpieza de la carretera en t =
0 (horas).

Sea x(t) lalongitud de la carretera en km limpiada por la maquina. La maquina

comienza a funcionar en el momento t = 0, en consecuencia empezo a nevar en el
instantet = tg, £, < 0.
Sea h(t) | altura de la nieve en la carretera en el instante t, y sea hg = h(0) la
altura inicial, esto es cuando la maquina empieza a funcionar. Considerando que
nieva regularmente, se cumple
h(t) =hy+rt, (1)

la maquina mantiene constante el volumen de nieve quitado, se cumple
ax_Vv 1 (2)
dt b h(t)

de (1) en (2)

=) ®

Solucién de la ecuacién separable (3)
x(t) ==
= %Ln(ho +rt) +k (4)

dt
h0+Tt

+k

siendo k constante.
aplicamos la condicién inicial x(0) = 0 en (4)
14
0= Eln(ho) +k,
en (4)
v v
x(t) = ;Ln(ho +rt) — r_th(hO)
14 rt
x(t) = T—tln (1 + h_o) |
Ejemplo 45. Esta nevando, en la primera hora de trabajo, la maquina ha limpiado
% km de carretera y en la segunda hora ha avanzado i km mas. Si la maquina

empez0 la limpieza a las 10 horas, determine en qué hora empez6 a nevar.
Solucién. Aplicamos las condiciones iniciales

x(1) = %km, x(2) :% km
aplicamos en

x(t) = %ln (1 + ;—Z)

%ln(1+hlo)=%
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%ln(1+2—2)=%
3ln(1 +h10) = 2ln(1 +;ZTZ)

2r\2 \3
(1+h_0) _(1+h_0) .
_r 2 _ 3 _ _ 135 : _
SeaB—h—,(1+ZB) —(1+b),dedondeB—OoB—T.EnwstaqueB—
0

1+V5 _ r

hL es positivo, s6lo puede ser B = = luego de
0 0
0 = ho +rt
resulta
2
bh=T775"% —0,61.

Es decir, empezé a llover aproximadamente 10 — 0,61 = 9,39 h de la mafiana,
que son (aproximadamente) las 9 horas 23 minutos. B

PROBLEMAS 4.15

1. Si I a una profundidad de 20 pies es g de la intensidad en la superficie,

encuentre la intensidad a 80 pies.

2. En agua limpia la intensidad I a 5 pies bajo la superficie es de un 30% de la
intensidad I, en la superficie. ;Cual es la intensidad del rayo a 30 pies bajo la
superficie?

3. Estanevando, en la primera hora de trabajo, la maquina ha limpiado 2 km de
carretera y en la segunda hora ha avanzado 1 km mas. Si la maquina empez6

la limpieza a las 12 horas, determine en qué hora empez6 a nevar.
k%K%
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CAPITULO I 5

ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN

5.1 INTRODUCCION

Existen variados problemas que pueden ayudar de motivacion para llegar a una
ecuacion lineal de segundo orden. Para sefalar un ejemplo, se ilustra un fenémeno
fisico de movimiento amortiguado de masa m asociada a un muelle elastico a una
pared, figura 5.1. Cuando se aplica a la masa unida al resorte una fuerza F(t) hacia
la izquierda, de manera que el muelle se comprima, entonces éste reacciona con
una fuerza de igual magnitud hacia la derecha que produce un desplazamiento de
la masa en ese sentido hasta hacer tope con una pieza elastica que amortigua dicho
desplazamiento hasta que la masa se para.

En ese instante el muelle se encontrara extendido en relacién de su posicion de
reposo, esto producira un nuevo desplazamiento de la masa hacia la izquierda,
provocando una nueva comprension del muelle, y asi sucesivamente. La
amortiguacion del movimiento del resorte se puede producir no sélo por contacto
con otra pieza elastica sino también por rozamiento con el medio o por otra causa.

k c
m Co—
F()
c4
muelle masa amortiguado

— x0) —
Figura 5.1. Movimiento amortiguado de una masa unida a un muelle elastico.

Asumiendo que la fuerza de amortiguaciéon es proporcional a la velocidad
cx'(t), siendo k una constante que mide la rigidez del muelle (hay que ver de qué
material estd hecho), la segunda ley de Newton lleva a la ecuaciéon
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mx"' (t) + cx'(t) + kx(t) = F(t),
que es una ecuacion diferencial de segundo orden y estudia un fenémeno fisico.

Esta ecuacién cuando se aplica la condicién inicial, x(0) = x, que es la posicién de
la masa en el momento inicial, x' (0) = v, eslavelocidad de la masa en el momento
inicial; esto ya forma un problema de condiciones iniciales

mx"' (t) + cx'(t) + kx(t) = F(t

x(0) = xo, x"(0) = g

Otra aplicacién de las ecuaciones diferenciales se presenta en el estudio de

circuitos eléctricos que consiste en resistores, inductores y capacitores, el cual se
aplica una fuerza electromotriz. En este caso aplicando las leyes de Kirchhoff
conduce a la ecuacién de segundo orden

Ldt2+R 441 ~q =E(t),
donde, L es la inductancia, R la re51stenc1a. C la capacitancia, E(t) la fuerza
electromotriz, q(t) la cargay t el tiempo.

Por otro, no solo son ecuaciones con coeficientes constantes; también hay
ecuaciones con coeficientes variables, como la ecuacién de Bessel,

t?x" +tx' + (t? —n?)x =0,
o la ecuacién de Legendre,
(1—=t)x" +2tx' + p(p + 1)x = 0.

Principalmente estudiaremos ecuaciones diferenciales lineales de segundo
orden; sin embargo, la teoria lo haremos de manera general, aunque estas
ecuaciones son dificiles de resolver analiticamente, salvo en casos muy
excepcionales como estudiaremos aqui.

5.2 SOLUCIONES LINEALMENTE INDEPENDIENTES

Definicion 5 1.Una ecuacién diferencial lineal de orden n se escribe
a (t) v ajre ay (t) 4 a, (t) Thet A 1(t) + a,(t)x = F(t)

donde, ao(t) #0, a,(t),a,(t),..,a,(t),F(t) son func1ones continuas en el

dtn—1 dtn—2

intervalo {a, b) En el caso que F(t) = 0 la ecuacion

a2+ a, (= S+t @ (D) E + ay (D =0
se denomina ecuacioén diferencial lineal no homogénea. Naturalmente siF(t) #0,

2+ a, (t)

la ecuacidn se dice no homogénea.
Teorema 5.1. Sea la ecuacion
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(t) S az(t) AT Ay 1(t) + a,(t)x = F(t)

atn— 2

Qo (t)
con aq(t),a,(t),...,a,(t), F(t) funciones continuas en el mtervalo (a,b),yay(t) +
0 paracadat € (a, b). Si t, es un punto cualquiera de {a, b) y ¢y, ¢4, C3, ..., Cn—1 SON
constantes reales cualesquiera. Entonces existe una unica soluciéon f(t) que
satisface

dtn dgn-1

f(to) = co, f'(to) = Cppuu fPD(tg) = s

Teorema 5. 2 Sea f(t) una soluci(')n de la ecuacion homogénea de ordenn

ao(t) 2n 1(t) pyE T+ az(t) qrn2 et 1(t) + a,()x =0

con a4(t),a,(t),...,a,(t), funciones continuas en el 1nterva10 (a,b),y ap(t) #0
para cada t € (a, b). Si cumple f(ty) =0, f'(to) = 0,..., f*~D(t,) = 0. Entonces
f(t) =0,paracadat € (a, b). En este caso a f (t) = 0 se denomina solucidn trivial
paratodo t € {a, b).
Definicion 5.2. Las funciones f;(t), f5(t), ..., f,(t) se llaman linealmente
dependientes en a <t < b, si existen constantes ¢y, ¢y, ..., ¢, no todos ceros, de
manera que,

c1f1(0) + c2/2(0) + cafs(8) + -+ + e fu () = 0.
Definicion 5.3. Las funciones f;(t), f5(¢t), ..., f»(t) se llaman linealmente
independientes en a < t < b, si de,

c1f1() + c2fo(0) + c3f3(0) + -+ cpfn(£) =0
entoncesc; = 0,¢c, =0,¢c3=0,...,¢c, =0.

En este caso, para que exista una independencia lineal de las funciones
f1(®©), (1), ..., fn(t) en (a,b), se tiene como Unica combinacién lineal a la
combinacion trivial,

0.1() +0.£,(t) +0.f3(t) + -+ 0. f,(t) = 0.
Ejemplo 1. Las funciones f; (t) = t?, f,(t) = 4t3 son linealmente independientes.
En efecto es suficiente escribir,
cit? + c,(4t3) =0,
se cumple sélo si,
{ cp =0
4cy =0
de donde necesariamente resultac; = 0, ¢, = 0,Vt € (—0,+c0). m
Ejemplo 2. Las funciones f;(t) = 2t*, f,(t) = t* son linealmente dependientes.
En efecto es suficiente escribir,
c1(2t*) + () = 0,
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se tiene (2¢; + ¢,)t* = 0 cumple sélo si, 2¢; + ¢, = 0; es decir ¢, = —2¢;. Asi
vemos que existen ¢y, ¢, no ceros de modo que la combinacién lineal es nula; por

fijar sea c; = 1, entonces ¢, = —2; sin embargo,
@2tH —2(tY =o.
Teorema 5.3.La ecuaci(')n diferencial ordinaria lineal homogénea de orden n,
ao(t) dtn = Ziq, (t) “+ et a, 1(t) + a,(t)x =0, (D
tiene n soluciones llnealmente 1ndepend1entes.

Importante, si consideramos f; (t), f5(t), ..., f»(t) que son soluciones linealmente
independientes de (1), cada solucién f(t) de (1) es posible escribir como una

combinacion lineal,
c1f1(t) + cofo(0) + -+ + ¢y fu (D),
cont €(a,b)y cy,cy,... + ¢, son constantes.

Definicion 5.4. Si f;(t), f2(t),...,fn(t) son n soluciones linealmente
independientes de la ecuacion diferencial de orden n en (1), entonces al conjunto
{A®), (), .. [u(©},

se le denomina sistema fundamental de soluciones de (1) y a la funcién

f@©) = c1fi(©) + c2f2 () + -+ + cn fu(0), (2)
se le denomina solucién general de (wi), donde cq,cy, ...+ ¢, son constantes
arbitrarias y t € (a, b).

Considerando las condiciones iniciales, f(to) = xo, f'(to) = X1, ..., f V(L) =
X,_1; entonces las constantes cy,c,, ...+ ¢, de (2) tendrdn que satisfacer el
sistema,

c1f1(to) + cof2(tg) + -+ cufu(to) = xo
c1fi' (o) + caf2'(to) +- + cnfn'(t0) = xo . (3)

1 1 1
D) + a0 (t) + o+ caf D) = s
Esta claro que el sistema (3) tiene una solucién para cy, c,, ... + ¢, cuando el
determinante de coeficientes no se hace cero en t, € (a, b).

5.3 INDEPENDENCIA LINEAL Y WRONSKIANOS

Otra forma de ver la independencia lineal es con el uso del concepto de
Wronskiano, nombre debido a su creador el matematico Wronski (1778-1853). Es
importante observar que la independencia lineal depende principalmente del
intervalo (a, b) que se considere (Nagle, 1999).
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Definicion 5.5. Sean f; (t), f>(t), ..., fn(t) funciones derivables (n — 1) veces en
el intervalo a < t < b. El determinante,

L@ f(0) S 0]

FlO Fo0 e fL0

W(fl!fZ"")fn)(t) = nz ’
0 e L e

se denomina Wronskiano de las funciones f; (t), f2(t), ...., fo(t). Cabe destacar, en
general el Wronskiano es una funcidn, sin embargo es un niimero para t = t,,y es

W (f1(t0), f2 (o), v s fu(£0)).

Teorema 5.4. Sea la ecuacidn diferencial
GO+ a0+ 0,05+ 4 4y (O + a,(Dx =0
(1) Las soluciones f; (t), fo(t), ..., f,(t) de (w1) son linealmente independientes
ent € (a, b)sisolosi W(fy, f2, ..., fn)(t) # 0 paraalgin t € (a, b).
(2) Mientras que las funciones f;(t),f2(t),...., fn(t) son linealmente
dependientes si W(fi, f2, ..., fn)(t) # 0 paratodo t € (a, b).

Ejemplo 3. Las funciones f;(t) =e?, f,(t)=e73" son linealmente
independientesent € (—oo +00). En efecto, si calculamos el Wronskiano,
-3t
W(flJfZ)(t) 2 2t _e3€_3t = _Se_t * 0: VvVt € (—OO’ +OO)

Ejemplo 4. Sean las funciones f; (t) = 1, f,(t) = sen(t), f3(t) = 2sen(t) definidas
en —oo <t <+ son linealmente dependientes. En efecto, calculamos el
Wronskiano,
1 sen(t) 2sen(t)
W(f1, f2, f2)(@) = |0 cos(t) 2cos(t) | =
0 —sen(t) -—2sen(t)
= —2sen(t) cos(t) + 2sen(t) cos(t) = 0, Vt € (—o, + ).
Ejemplo 5. Las funciones f;(t) = 1, f,(t) = sen(t), f3(t) = cos(t) definidas en el
intervalo (—o, +o) son linealmente independientes. En efecto, calculamos el
Wronskiano,

cos(t) 2cos(t)
—sen(t) —2sen(t)

1 sen(t) cos(t)

W(f, f f2)(®) = |0 cos(t) —sen(t)| =
0 —sen(t) cos(t)

= cos?(t) — sen?(t) = cos(2t) # 0 paraalgint € (—oo,+0c0).
Ejemplo 6. Determine los intervalos en los que es seguro que exista una solucion

cos(t) —sen(t)
—sen(t) cos(t)

de la ecuacién ¢(t — 2) &= TS “+e Zt — —3t3x = 0.
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Solucidn. Las funciones ay(t) = t(t —2) # 0, lo cual dice que t #0,t #2, y
ademas las funciones a,(t) = e?t,a3(t) = —3t3 son funciones continuas en el
intervalo (—o0,0) U (0,2) U (2, +0). m

Ejemplo 7. Determine los intervalos en los que es seguro que exista una soluciéon
para la ecuacion diferencial x”" + 2t?x’ + 5tx = In(2t).

Solucién. Las funciones ay(t) = 1,a,(t) = 2t%,a,(t) =5t son funciones
continuas en el intervalo (—oo, +); pero, la funcion F(t) = In(2t) es valida para
t € (0, +); porlo tanto en comin debera tomarse el intervalo t € (0, +). m

PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

Si x; (t) es solucion de la ecuacion diferencial
x"+P)x"+Q()x = f1(t)
y X, (t) es solucién de la ecuacion
x"+P)x"+Q(t)x = f,(t).
Entonces cyx, (t) + cx,(t) es solucion de
x"+ P(6)x" + Q(O)x = ¢c1f1(t) + c2f>(2) .

PROBLEMAS 5.1

1. Demuestre que las funciones x;(t) =t y x,(t) =|t| son linealmente
dependientes en el intervalo [0,1].

2. Demuestre que las funciones x;(t) =t y x,(t) = [t] son linealmente
independientes en el intervalo [—1,1].

3. Si x(t) = ¢, t? +C72 , mediante la eliminacién de parametros, obtener una

ecuacion diferencial de segundo orden.

4. Si x(t) = ¢yt + c,t?, elimine los parametros para obtener la ecuacién
diferencial de segundo orden.

5. Demuestre que x;(t) = 0 y x,(t) = t%sen(t) son soluciones de la ecuacién
diferencial t%x"” —4tx' + (t?+6)x =0 y que ademas cumplen las
condiciones x(0 = 0y x'(0) = 0.

5.4 REDUCCION DE ORDEN

Al resolver ecuaciones diferenciales de orden superior, es comin preguntarse si
ellas pueden de alguna manera ser reducidas a ecuaciones de primer orden, y
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ademas ellas puedan ser resueltas con algunos de los métodos ya estudiados. El

objetivo es buscar un método para encontrar soluciones que formen un conjunto
fundamental de la ecuacion diferencial. Existe un teorema en cuanto se conoce
alguna solucion particular reduce la ecuacién a un orden menor, esto facilita para
resolver una ecuacion diferencial.

Teorema 5.5. Sea x; (t) una solucion no trivial de la ecuacién diferencial ordinaria
de ordenn

d"x a"1x an2x dx
ao(t)m + al(t)m + a,(t) Tz + o+ an_l(t)a +a,(t)x = 0.

entonces, mediante la transformacion x(t) = x; (t)v(t), la ecuacion se reduce a
una ecuacién diferencial de orden (n — 1).
Demostracion. Para facilitar su compresion, la demostracion lo haremos para el
caso de una ecuacion diferencial de segundo orden (n = 2). Es decir, para la
ecuacién
a0 (D %Z + a; ()L + ay (D% = 0. @)
dt dt
A fin de encontrar una segunda solucién, aplicamos un método de variacién de
pardmetros que se debe a D’Alembert. La idea fundamental es la siguiente: debido
a que la ecuacidn es lineal, y dado que x4 (t) es solucién, entonces cx; (t) para c
constante, también es solucidn. Por tanto la pregunta natural es ;C6mo encontrar
una funcién v(t), de tal manera que x,(t) = v(t)x;(t) también sea solucion de la
ecuacion?
Para el desarrollo de la idea de D’Alembert, utilizamos la transformacion
x5 (t) = v(t)x,(t) donde la idea es encontrar v(t); diferenciamos dos veces
x'2(t) = 2, (OV'(E) + %, (D) (D),
x"2(t) = 2. (Ov" (1) + 2x," (V' () + x"1 (v (D),
remplazando x;, x',, x5 en (4) y agrupando términos se tiene,
ao (D)1 (Ov"'(©) + 2x," (V' (1) + x"1(Ov ()] + a1 O [x1 (OV' (D) + 21" (O v(0)]
+az(t)x (Ov(t) =0,
de donde se obtiene,
ao(O)x1 (V" (8) + [2ao(®)x'1 + a1 (O)x1 (O]v'(6) +
[ag(©)x"1(8) + a;(O)x'1(t) + az(t)x1(D)]v(t) = 0.
En vista de que x4 (t) es solucion de la ecuacién diferencial (4), el tltimo término
se hace cero y se simplifica,
ao(0)x1 (OV"(8) + [2ao(t)x"1 + a1 (D)x,(O]v'(©) = 0, (5)
ahora haciendo u = % la ecuacidn (5) se reduce,
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ao(O)x, (D' (6) + [2a(D)x"y + a1 (D)x1(O)]u(t) = 0. (6)
Por lo tanto, resulta una ecuacién diferencial lineal homogénea de primer orden
que tiene como variable dependiente u. Ahora veamos la consistencia de la
ecuacion (6), al ser de variable separable se escribe,

du _ _ [2@+ “1(0] dt,

u x1(t)  ap(t)

integrando en ambos miembros

du _ x1(5) ai(s)
- f [ x1(8) ao( )]d stk

siendo k una constante arbltrarla, la solucién es
t
u(t) = exp [—2ln(x1(t)) — “1(5) ds + k]
como estamos interesados en la constante, sea k = 0 entonces

_ 1 t a1(s)
u(®) = (xl(t))zexp[ a0 s|=r,

lo cual existe en vista de x;(t) # 0,y ay(t),ay(t) son funciones continuas en el
intervalo {a, b). Deshaciendo el cambio,

v _ _rt aq(s) _
dat (xl(t))2 )2 P [ f ag(s) dS] =7,

al ser de variable separable es inmediato,
v(t) = ft r(s)ds+c¢, ¢ =0

= ft r(s)ds.

Por tanto, la solucién buscada se escribe x,(t) = x;(¢t) [ ‘ r(s)ds. Finalmente,

se verifica que las soluciones x4 (t) y x4 (t)v(t) son linealmente independientes,
para esto es suficiente determinar el Wronskiano,
x1 () x1 (E)v ()
W(xy,x)(t) =1, , '
CL0® =) Ov© + 2 OvE

=v'(O)[x;(t)]* = exp [— [ algg ds] + 0.

Al ser distinta de cero en t € {(a,b), se cumple la independencia lineal, de
manera que estas dos funciones forman el espacio de soluciones de la ecuacién
diferencial, por lo tanto la solucidn general se escribe,

x(t) = 11 (t) + c3x1 () ft r(s)ds.m
Ejemplo 8. Considerando que x; (t) = t~2 es solucién de la ecuacién diferencial
t2x" — 7tx' — 20x = 0,
obtener una solucién linealmente independiente reduciendo de orden. Escribir la
solucién general en el intervalo (0, +co).

200



Solucién. En efecto x; (t) = t 2 es solucién de la ecuacién diferencial al satisfacer
t?2(6t™) — 7t(=2t73) — 20t™2 = 0, Vt € (0, +o).
Para encontrar una segunda solucién, sea x,(t) = t~2v(t) y derivamos dos
veces para obtener,

x'5(t) = =2t73v(t) + t72V'(b),
x" () = 6t~ 4w(t) — 4t73v'(t) + t™2v"(b),
sustituyendo x, (t), x',(t), x",(t) enlaecuacion diferencial se obtiene,
t2(6t™*v(t) — 4t73v'(t) + t72v"(t)) — 7t(=2t3v(t) + t2v'(t) — 20t~ 2w (t)
=0
simplificando se reduce a
v"(t) + (11t Hv'(t) = 0,
haciendo u = v'(t), la ecuacién se reduce a primer orden y separable,
u' — 11t u =0,

td
integrando f— =11 = — de dondeu(t) = t**, ahora deshaciendo el cambio u =
dv
—, obtiene,
at
L — 11 es decirv = —t12,
de 12

t 1
Por lo tanto una segunda solucién es x,(t) = t~2 (12) =— t1°, de manera que

las funciones t™2 y t1° forman una base, y la solucién general de la ecuacién
diferencial se escribe como la combinacion lineal de las funciones donde c; y ¢,
son constantes arbitrarias.
x(t) =cit™ 2 + ¢t m
Para cualquier duda se puede verificar que el sistema fundamental de
soluciones {t 2, t1%} es linealmente independiente, pues al ser
=2 £10
W (xy, x5) () = _9t=3  10¢°
Ejemplo 9. Considerando que x;(t) = cos(In(t)) es solucién de la ecuacién
diferencial

=12t” # 0ent € (0, +oo).

t2x" +tx' +x =0,
obtener una solucién linealmente independiente reduciendo de orden. Escribir la
solucion general en el intervalo (0, +c0).
Solucion. En efecto x;(t) = cos(In(t)) es solucion de la ecuacién diferencial al
satisfacer

tz (sen(ln(t))t—zcos(ln(t))) + t( sen(ln(t))) + cos(ln(t)) =0,Vte (0 +oo)
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Para encontrar una segunda solucion, sea x,(t) = v(t)cos(In(t) y derivamos

dos veces para obtener,
X' () = v(t) + v'(t)cos(In(t)),

xuz (t) _ Sen(ln(t))t—ZCOS(ln(t)) 'U(t) _ wv/(t) + v"(t)cos(ln(t)),

sustituyendo x(t), x'(t), x" (t) en la ecuacion diferencial se obtiene,

t2 (sen(ln(t))t—zcos(ln(t)) v(t) Zsen(ln(t)) ’(t) + U"(t)COS(lI‘l(t)))

t (— %tnm)v(t) + v'(t)cos(ln(t))) + cos(In(t)) =0
simplificando se reduce a
v" (t)t2cos(In(t)) + t(cos(In(t)) — 2sen(In(t))v'(t) = 0,
haciendo u = v'(t), la ecuacion se reduce a primer orden y separable,

1 1[4 _ 5 sen(n(®)) _
u+ t [1 cos(In(e)d ™~ 0,

sen(ln(t))

integrando
au ot ds 2sen(In(t))
- f ftcos(ln(t))'

de donde u(t) = t‘l(cos(ln(t)))‘z, ahora deshaciendo el cambio u = %, obtiene,
% =t 1(cos(In(t))) 2

L___dt = tan(In(t)).

tcos2(In(t))
Por lo tanto, una segunda solucion es x,(t) = cos(In(t)).tan(In(t) =
sen(In(t)), de manera que las funciones cos(In(t)) y sen(In(t)) forman una base,

es decirv = |

y la solucién general de la ecuacién diferencial se escribe como la combinacién
lineal de las funciones x; (t) y x,(t) donde c; y ¢, son constantes arbitrarias.
x(t) = ¢; cos(In(t)) + cysen(In(t)) . m
Para salir de duda se puede verificar que el sistema fundamental de soluciones
{cos(In(t)), sen(In(t)) } es linealmente independiente, pues al ser
cos(In(t)) sen(ln(t))
- % sen(In(t)) - cos(ln(t))

Ejemplo 10. Demostrar que si u(t) es soluc1on de la ecuacion diferencial

1

W (x1, x2)(8) = #0ente (0, +0).

ao(t) Z+ al(t) Cta()x=0, (7)
y v(t) es solucion de
ao(t) Z+ al(t) -+ ax(O)x = F(0). (8)

Entonces u(t) + v(t) es tamblen solucién de la ecuacion (8).
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Demostracion. Como u es solucién de (7), entonces satisface esta ecuacion, es

decir
ao(t) + al(t) i a,(t)u = 0.

De la misma forma, si v es soluc1on de (8), entonces satisface esta ecuacion, es
decir

ao(t) >+ a1(t) ;T az (v = F(D).
Supongamos que x(t) = u(t) + v(t) es soluc1on de la ecuaciéon no homogénea (8),
entonces reemplazamos, x'(t) =u'(t) +v'(t), x''(t) =u''(t) + v''(t) en (8)
resulta,

a,(O[u"(®) +v"(O)] + a1 (O () + v (O] + a2 (D [u(®) + v(O)] = F(1),

de donde se cumple idénticamente que

a0 22 + a1 (02 + a,®u] + [a0®O L2 + a3 () 2 + ay(t)v] = F(2).

dt? dt?

5.5 CASO ESPECIAL DE REDUCCION DE ORDEN

Existen dos casos importantes de ecuaciones de segundo orden que puede
resolverse facilmente por reduccién de orden.

CASO 1: AUSENCIA DE LA VARIABLE DEPENDIENTE

Si x no aparece explicitamente en la ecuacién diferencial, es decir se tiene
f(t,x',x") =0, en este caso, se introduce el cambio de variable u = x’ con u' =
x", asi esta sustitucion transforma a una ecuacién diferencial de primer orden
g(t,u,u’") = 0. Por lo tanto, si logramos encontrar una solucién para esta
ecuaciéon, se sustituye en ella u = x, para resolver la ecuacién diferencial
planteada inicialmente.
Ejemplo 11. Obtener la solucién general de la ecuacién diferencial tx” — x' =
3t2.
Solucion. Vemos que la variable x esta ausente, de manera que al hacer u = x' se
obtiene la ecuacion,

tu' —u = 3t?,
es decir, % + (— %)u = 3t que como se sabe es una ecuacion lineal de primer

orden, que tiene como solucion,
u(t) = 3t? + ¢4t
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Pero como, u = x’, resulta que tenemos una ecuacién separable x’ = 3t? + c,t,
directamente integrando la solucién general es,
C
x(t) =t3 +;1t2 +c,. 1

CASO 2: AUSENCIA DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE

Si t no esta presente en la ecuacion; es decir, se tiene la ecuacion

fle,x',x'") =0,
en este caso, del mismo modo que en el caso anterior, se introduce el cambio de
variable u = x’ con u’ = x"’ expresados en términos de una derivada respecto de

X,
no du_dudx . du
dt  dx’dt Tdx’
la sustitucion transforma a una ecuaciéon diferencial de primer orden

du

g (x, u,ua) = 0. Por lo tanto, se trata de resolver, y se sustituye en ella u = x/,

para obtener la solucién final.

Ejemplo 12. Obtener la solucién general de la ecuacién diferencial x”' + c2x = 0
, siendo ¢ es una constante real.

Solucion. Haciendo el cambio de u = x’, la ecuacidn diferencial se transforma en,

du 2
—+c*x=0
dt + !
. du .z . .
es decir u—+ c?x = 0 una ecuacién de primer orden de variable separable,
entonces integrando,
Judu = c? [ xdx + ¢,
1 c?
“u?=—=x%+k,
2 2
si 2k = clz, y considerando que u = x’ se obtiene la ecuacion diferencial,
x' = +,/c —c?x?,
al ser una ecuacidén de variable separable, integrando nuevamente,

d
[
Vi — c2x?

%arcsen (E) =4t +c,,

C1
despejando x resulta, x(t) = %1 [sen(+ct + cc,)], renombrando las constantes por
a= %1, b = cc,, la solucidén general se escribe,

x(t) = asen(ct +b).m
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Ejemplo 13. Resolver x”" = (x")3In(x).
Solucidn. No esta presente la variable ¢, luego haciendo x’ = u, es decir
n_dudx _ , du
Tdx"dt 7 Cdx’

la ecuacion se transforma en

du _ 3
U—=1u In(x),

al ser una ecuacién separable, integrando
IZ_Z = [ In(x)dx + ¢,
es decir —i = xIn(x) + ¢; ,y como x’ = u, integramos nuevamente,
—[dt = [(xIn(x) + ¢)dx + ¢,
Por lo tanto, la solucién general es

3 1
t=cx+c, +Zx2 — Elen(x) .

PROBLEMAS 5.2

1. Determine la solucién general de la ecuacion diferencial dada, asumiendo que
x4 (t) es una solucién de ella:
a) x""+4x' 4+ 13x = 0; x,(t) = e 2tcos(3t).
R. x(t) = e 2t (c, cos(3t) + c,sen(3t)).
b) t2x" — 6tx’ + 10x = 0; x,(t) = t2.
R.x(t) = c;t? + c,t°.
c) t2x" —tx' —3x=0; x,(t) =t~ L.
R.x(t) = ¢t + c,t3.
d) t2x" —(t+2tx’' + (t+2)x=0;x,.(t) =t.
R.x(t) = c;t + cytet.
e) t?x" +8tx' +12x =0; x,(t) =t~3.
R.x(t) = c;t™3 + ¢t ™™,
f) —t2x"” +tx' + 8x = 0; x,(t) = t*.
R x(t) = ¢ t* + ¢t 2.
g) 1—-0x"+tx' —x=0; x,(¢t) =t.
R.x(t) = c;t + cyet.
h) tx" +2x" +tx = 0; x,(t) =

i) t?(Int—Dx" —tx' +x=0; x,(t) = t.
R.x(t) = cit + c,In(b).

sen(t)
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k)

D

(4t+4)——(2t+1)

tx"" — 2t+1)x" + (t + Dx = 0; x,(t) = €.

R.x(t) = et(c; + c,t2).

tx" +(t—1Dx'—x=0; x,(t) =et.

R.x(t) = cie™ + ¢, (t — 1).

t2x" +t3x" = 2(1 + tDx = t; x,(t) = t2.

Dado que x;(t) = e?’ es una solucién de la ecuacién diferencial 4x =

d? X, . 7 . . .
~; halle una solucion linealmente independiente

reduciendo de orden. Escrlbir la solucién general.
R.x(t) = c;e?t + cp(—1 — ), t € (—oo, —%) U (—;, +o0).

Siendo x,(t) =t una solucién de la ecuacién 2x = 2tx’ + (t? — 1)x”,
encontrar una segunda solucion linealmente independiente en —1 <t < 1.

Escribe la solucion general.
R.x(t) =cit+c, [ In (Ht) — 1]

Dado que x;(t) =t+ 1 es una solucion de la ecuacion diferencial tx" —
(t + 1)x" + x = 0, encontrar la otra solucién y escribe la solucién general de
la ecuacién diferencial tx” — (t + 1)x’' + x = t2e?t,

Dado que x; (t) = sen(Int) es una solucién de la ecuacién diferencial t%x" +

tx" + x = 0, encuentre la otra solucion linealmente independiente con x; (¢t).
R. x,(t) = cos(Int).

Dado que x; (t) = t? es una solucién de la ecuacién diferencial t?x" — 4tx’ +
6x = 0, encuentre la otra solucion linealmente independiente con x; (t).
R.x,(t) = t.

Resuelve cada una de las ecuaciones.

a)
b)

<)
d)

e)
f)

g)
h)

(x)2+xx" =0.

2tx" —x'=—=,t # 0.

i
R x(t) =+ g a1+ clt)g + ¢, solucién de equilibrio x(t) = +t + c,.
4t =x" +tx".

2xx’ — (x’)2 =1.

R. x(t) ——+ (t+cz)2.

(x")? = tz " —2tx’

tx"" =1-x".
1=—(x")?%—xx".
1=x'x",x(0) =5,x"(0) = 1.
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i) t2=1-t%x",x(1) =1,x'(1) =0.
) x' =1+ D3,
k) t?x" =1-t
R.x(t) = ¢c;t — (t — Din|t] + c,.
D yy"+@)+1=0.
R.c—y?=(x+ k)%

8. En mecanica cudntica, cuando se estudia la ecuacién de Schrédinger para el
atomo de hidrégeno, nos lleva a una ecuacion tipo Laguerre tx" + (1 — t)x" +
Ax =0, para t>0 y parametro A. Encuentre una segunda solucion
linealmente independiente a x; (t) = 2 + 4t + t2, considere 1 = 2.

9. En fisica matematica, existen problemas con simetria esférica que es el estudio
dela ecuacién de Legendre, (1 — t2)x"" — 2tx’ + A(1 + 1)x = 0,donde A es un
parametro y t es positivo; si x,(t) =t es una solucién de esta ecuacion,
obtener la solucién general para 4 = 1.

10. En mecanica cuantica el estudio de la ecuacion de Schrodinger en el caso de
un oscilador arménico, lleva a una de tipo Hermite, x'' — 2tx” + px = 0, donde
p es un parametro; si x; (t) = 1 — 2t2 es una solucién, obtener un segunda
solucién linealmente independiente con x;(t) parap = 4.

11. La ecuacién diferencial de Bessel es t2x" + tx’ + (t? — p?)x = 0, para el caso

1/2

1 . _ s .
en que p = -, se verifica que x; =t sent es una solucion sobre cualquier

intervalo, para t > 0. Halle la solucidn general.
12. Determine una segunda solucién de (1 — 2t —t2)x" + 2(1 + t)x’ — 2x = 0, si

una solucién es x;(t) =t + 1.

t+1—/2

R x,(6) = (¢ +1) [t+§Ln ot

|| +%.

5.6 ECUACION DE SEGUNDO ORDEN

Nuestro interés son las ecuaciones de segundo orden, de manera que daremos
mas detalles sin perder generalidad, formulamos algunos teoremas al respecto.
Sean p, q, f:{a, b) = IR funciones continuas definidas en el intervalo abierto
(a, b) el cual puede ser infinito o finito, la ecuaciéon de segundo orden en su forma
normalizada se escribe
x" +p®)x"+qOx = f(¢). 9)
Definicion 5.6. Consideremos la ecuacion diferencial lineal homogénea,
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dtn
y la ecuacién no homogenea

(D T2+ a0, (D Z + ;O EZ 4+ (DD 4 a,(Dx=0 (1)

a2+ 0,0+ (O S+ + 4y (D + ay(Dx = F(D). (9)
Tenemos: (i) La solucién general de (r) se llama func1on complementaria
(solucién de la parte homogénea), se denota por x.(t) o x,(t); (ii) Cualquier
solucidn de (s) que no contenga constantes arbitrarias se llama integral particular
de (s), se denota por x,(t); (iii) La solucién general de (s) se escribe x(t) =
x¢(t) + x,(t). Estudiamos las ecuaciones de orden dos.
Teorema 5.6. (Existencia) Sean p, q y f funciones continuas en (a, b). Si tye{a, b)
y si xy ¥ Vg son numeros cualesquiera, entonces el problema de valores iniciales
x" +pOx" +qOx = f(t)
x(to) = x0,%'(to) = Vo
tiene una y sélo solucién x(t) en (a, b).
Demostracion. La correspondiente ecuaciéon homogénea es si f = 0 en (a, b) de

)

manera que la ecuacién queda reducida a
x"+p®)x"+qt)x =0, (10)
supongamos que X, (t) = ¢1x1(t) + c;x,(t) es la solucién general de (10) y x, (t)
es una solucién particular de (9). Si x(t) es una soluciéon es una solucién
cualquiera de (9), entonces u(t) = x(t) — x,(t) es una solucién de (10), se
justifica
u" +pu’ + q(t)u = (x”(t) - x"p(t)) + p(t)(x’(t) - x’p(t))
+q () (x () — %, (1))
= x"() + p(Ox' () + q(O)x(t) — [x" () + p(O)x'p () + q(O)x, ()]

=fO-f)=0,
como xy(t) es la solucidn general de (10) resulta que
u = xp(t)

es decir x(t) = xp(t) + xp(t). m
Finalmente para una eleccion apropiada de las constantes c; y c,. Esto indica
que si queremos resolver la ecuacién diferencial (9) se tiene que hallar las dos
partes xp, (t) y xp (£).
Dada la ecuacién
x"+p®)x"+q(t)x =0,
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lo primero que observamos es que admite como solucién a la funcién x(t) = 0 en
(a,b), ademas el conjunto formado por todas soluciones de (10) es un espacio
vectorial.
Teorema 5.7. Si x, (t) y x,(t) son dos soluciones cualesquiera de (10), entonces;
1% (t) + cx,(t) también es solucidon para cada par de constantes c; y ¢;.
Demostracion. Sea x(t) = c;x;(t) + c;x,(t) ¢;1 y ¢z son constantes, entonces
x" +p®)x" +q(®)x = [c1x"1(8) + cx""2 (O] + p(O) [e1x'1(8) + x5 ()]
+q(®)[c1%1(8) + 2%, (2)]
= c1[x"1(0) + p(Ox"1(0) + q(Ox1 (O] + c2[x" (1) + p(Ox'2(8) + g(O)x2(D)]
=¢.0+¢,.0=0,
con lo cual queda demostrado el teorema.m
Observemos que, dado t, € {a, b) por el teorema 5.6, los siguientes problemas
de valores iniciales
x" () +p(®)x'(t) + q(®)x() =0
x(tp) =1, x'(t) =0

x" () +p(®)x'(t) + q(®)x(t) =0
x(te) =0, x'(t) =1 '
tienen una tnica solucion x; (t) y x,(t) respectivamente. Ademas x(t) =
c1%1(t) + cx,(t) con c; y ¢, son constantes arbitrarias, es una solucion de la
ecuacion (10).
Teorema 5.8. Si x(t) es una soluciéon de (10) entonces existen c; y ¢, constantes
tal que
x(t) = c1x1(t) + x5, (), Vt € (a, b).
Demostracion. Sea x(t) una solucion de (10), y consideremos ¢; = x(ty) y ¢; =
x'(ty). Entonces,
Z=X—C1X1 — CaX3,
es solucion del problema de valor inicial
x"(0) +p(®)x'(t) + q(®)x(t) =0
x(t) =0, x'(¢) =0 '
Luego, por el teorema 5.6, z(t) = 0 en{a, b). m
Entonces se observa que el espacio de soluciones de (10) est4 generado por
x1(t) y x5 (t). Es decir {x; (t), x, (t} es una base del espacio de soluciones.
El siguiente paso que debemos dar es buscar algin criterio que nos permita
decidir dos soluciones de (10) son linealmente independientes, esto es para
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formar una base, que el sistema fundamental de soluciones y permita formula la
solucién general.
Teorema 5.9. Sean x4, x,:(a, b) - IR dos funciones derivables tales que existe

to € (a,b) para el cual w(xy,x,)(ty) # 0. Entonces x; y x, son linealmente
independientes.
Demostracion. Es conveniente hacer por contradiccion. Sean x;(t) y x,(t)
linealmente dependientes, entonces existen constantes c; y ¢, distinto de cero
tales que
c1x1(t) + cx,(t) = 0,Vt €{a,b),
y derivando
c1x'1(t) + cx",(t) = 0,Vt €(a,b).
El determinante de este sistema es por hipotesis, w(xy, x,)(ty) # 0, lo que
significa que
cl=—0 =0ycz=—0 =
w(x1,%x2)(8) w(x1,x2)(t)
lo cual es una contradiccién. m
Teorema 5.10. Sean x4 (t) y x, (t) dos soluciones de (10). Entonces, las soluciones
son linealmente independientes si y sélo si t, € (a, b) tal que w(xy,x,)(ty # 0.
Ademas, si w(xq, x,)(to) # 0 entonces w(xq,x,)(t) # 0 en(a, b).
Demostracion. Primero que x; y x, son linealmente independiente entonces
existe t, € (a,b) de manera que w(xy,x;)(ty) # 0, lo que se va extender para,
w(xq,x,)(ty) # 0 paratodot € {a, b).
Sea ty € (a, b) entonces probaremos que w(x;, x;)(ty) # 0. Asumamos que no,
entonces el sistema,

’

11 (1) + c2x2(¢) = 0,

c1x'1(t) + cx'5(8) = 0,
tienen solucién c; ¢, no trivial. Sea x(t) = c;x4,(t) + c;x,(t). Hay que observar
que x(t) es una solucion del problema de valores iniciales

x"(0) +p(®)x'(t) + q(®)x(t) =0
x(ty) =0, x'(t;) =0 ’

y por el teorema 5.6 resulta que x(t) = 0 en (a, b), esto implica que x;(t) y x,(t)
son linealmente dependientes lo que es una contradiccién. La reciproca es una
consecuencia del teorema 5.8, la Gltima afirmacion del teorema se prueba de la
siguiente manera. Si el Wronskiano es diferente de cero en un punto, entonces
x1(t) y x,(t) son linealmente independiente lo que implica que el Wronskiano es
no nulo en todo {a, b).m
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Teorema 5.11. Sean x;,x,:{(a,b) > IR dos soluciones linealmente
independientes de (10). Entonces, cualquier solucién de x de (10) es de la forma
x(t) = ¢1x1(t) + x5 (8),

donde c; y ¢, son constantes que se escogen de manera conveniente.
Demostracion. Sea t, € (a, b) fijo y consideremos el sistema
121 (o) + c2x2(t0) = x(to)
c1x'1(to) + x5 (to) = x'(to)’

Se observa que el determinante de este sistema es

w(xy, x2) () # 0
ya que x1(t) y x,(t) son linealmente independiente. Entonces, el sistema tiene
solucion unica. Por otro lado, sea

z(t) = c1x1 () + x5 (¢,

se obtiene que z(t) es solucidn de (10) y z(ty) = x(ty) vy z'(ty) = x'(ty). Por el
teorema 5.6, se tiene que z(t) = x(t) en{a,b). m

5.7 ECUACION LINEAL HOMOGENEA CON COEFICIENTES
CONSTANTES

En esta seccion estudiaremos un método elaborado por Euler parala busqueda de
las soluciones de una ecuacion lineal, el objetivo es determinar la solucién general
de la ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n, pero que tengan

coeficientes constantes; es decir,

d™x an1t

x dn—Z
agp—+a +a
0 g¢n 1 gen-1 2

x dx
Tz Tt At anx = 0, (11)

precisamente aqui los coeficientes ay, a4, a,, ..., a, son constantes reales. En la
ecuacion vemos cada derivada esta multiplicada por una constante, esto indica
que la solucién buscada también adopta la misma forma; es decir buscamos una

funcién x(t) que cumpla
dk
—ok [x(t)] = cx(t), Vt.
La funcién con esta propiedad es del tipo exponencial, es decir x(t) = e" con
r constante,y e”t # 0, Vr,t € IR ; en adelante, es sencillo justificar que es cierto,
dk
atk
Entonces, asumiendo que la solucién que buscamos es de la forma x(t) = e,
derivamos tantas veces,

[eTt] = rke™, Vt.
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(94X _ ort
dt
d?x
= r2ert
< 12
e o (12)
% =T e’
d™x
o = rltert

reemplazando (12) en la ecuacién (11), se obtiene
apre™ + a;r™te™ + ar2e"™ + -+ a,_qre”t +aze™ =0,
es decir,
et lagr™ + a;r" + a2 + -+ apqr + ay] =0,
como et # 0, resulta la ecuacion polinémica donde la variable a encontrar es 7,
P(r) =ayr+a;r" 1+ ar" % +--+a,_r+a, =0,
y, se llama ecuacién auxiliar o ecuacidn caracteristica de le ecuacién (11). Por lo
tanto, las soluciones que buscamos x(t) = e"* dependen de las raices r que
resultan de la ecuacién auxiliar, segiin cdmo sean las raices se desprenden tres
casos.
Teorema 5.12. Sea la ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes
constantes y de orden n,

d™x d"1x dn2x dx
Qomtl oot oot tap g tax =0, (13)

con ag, a4, a,,...,a, constantes. Si la ecuacién caracteristicas tiene n raices
1,1y, ..., I, distintas, entonces la solucién general de (13) esta dado por

x(t) = cie™t + c et + cze™t + -+ ¢ e™t,
con ¢4, Cy, C3, ..., C, cOnstantes arbitrarias.
Demostracion. En vista de que las raices rq, 13, ..., 7, son todas reales distintas,
entonces las funciones x; (t) = e™t, x,(t) = e™!, .., x,(t) = e™! deben formar un
conjunto linealmente independiente, es decir, que el sistema fundamental de
soluciones es

{emit g2t . et}

valido en —oo < t < 400, y por tanto, la soluciéon general es la combinacion lineal
de estas funciones,

x(t) = cie™t + cye™t + cze™t + - + cpe™t,
con cy,Cy,C3, ...,C, constantes arbitrarias. Para que la solucién sea valida se
tendria que justificar la independencia lineal de las soluciones, y lo hacemos
aplicando el Wrosnkiano,
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et  gfat .. emt
Tlt th rn
W(‘xll X2, "'lxn)(t) = rle r2€ Tn€
rf-lent  pi- Zerzt . T 1ernt

se podria elegir un valor para t el mas sencillo es tomar t = 0, asi el Wronskiano
€en cero es,

1 1 w1
W(Xl,XZ, "'!xTL)(O) = rl TZ... Tn ’
O G

lo cual es la determinante de Vandermonde donde las entradas de cada columna
es una progresion geométrica,
W(xq, Xz, 0, x2)(0) = [( = 1) (53 = 1) . (15, = )] [(13 — 12) . (15, — 1))
w1 = T2) O — 12 — 10-)] # 0,
ningun factor es cero, dado que las todas las raices son distintas de cero. Por lo
tanto las funciones e™¢,e"™2t, ..., e™! son linealmente independientes.
Teorema 5.13. Sea la ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes

constantes y de orden n,
dn dn—lx d‘n.—Z
aodt"+ Lgenm1 T Q2 ym=

, e

+ - ta,- 1 + apx =0,
con agy, aq,a,, ..., a, constantes. Si la ecuacion caracterlstlcas tiene a r; como raiz
real con orden de multiplicidad n, entonces la solucién general esta dado por
x(t) = (cg + cat + c3t? + -+ ¢t et

con ¢y, €y, C3, ..., C, COnstantes arbitrarias.
Demostracion. La demostracion se puede hacer por induccién, haremos para el
caso de una ecuacién de segundo orden,

2

a0%+a1%+a2x =0,

se asume como ecuacion auxiliar agr? + a;7 + a, = 0 que tiene unaraiz dobler =
71; al ser una solucién doble se cumple que 2ayr; + a; = 0. Es decir se conoce una
solucion y es x;(t) = e™f, ahora buscamos una segunda solucién que sea
linealmente independiente con x; (t). Aplicamos el teorema de reduccion de orden
para obtener una segunda solucion y es x, (t) = v(t)x;(t), sea entonces

x,(t) = v(t)e™,
derivando dos veces,

x',(t) = v'(t)e™ + ryv(t)ent
{ "o () = v (et + 21 v’ (et + riv(t)et

sustituyendo x, (t), x',(t) y x'',(t) en la ecuaciéon diferencial resulta,
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ag[v" (H)e™t + 2rv' (et + riv(t)e™t] + a [v'(t)e™t + ryv(t)e ] +
+a,v(t)et =0

de donde,
aogv”'(t) + Ragry + a)v'(t) + (agr? + ayr + ay)v(t) =0,
entonces como agr? + a;r + a, = 0y 2agr; + a; = 0, la ecuacién se reduce a,
agv''(t) =0,ay # 0.

Al ser una ecuacion separable, integrando v'(t) = ¢, otraves v(t) = ct + k, sea
¢ =1,k =0; asi resulta que v(t) =t. Por lo tanto, una segunda solucién es
x,(t) = te™t, asi el conjunto fundamental es

femt temt),

veamos la independencia lineal,

W t erlt terlt
Xq, X =
(x1, x2) (1) re"t et 4 rtemt

al ser linealmente independiente, la solucién general esta dado por
x(t) = cie™t + cyte™t = (¢q + cyt)e™t,
con ¢4, ¢, constantes arbitrarias. m
Teorema 5.14. Consideremos la ecuacién diferencial lineal homogénea de
segundo orden

=e?nt £ (,vt,

2

a0%+ a1%+ a,x = 0.
Si la ecuacién auxiliar tiene como raices complejas conjugadas r = a =+ bi,
entonces la solucion general de ecuacion diferencial es

x(t) = e®[cysen(bt) + cycos(bt)],
donde c; y ¢, son constantes arbitrarias.
Demostracion. En vista de que la ecuaciéon auxiliar tiene dos raices complejas
rn =a+ bi,r, =a—>bi,dondea,b € IR, b # 0;la unidad imaginaria es i = V=1
, se tiene el sistema fundamental de soluciones,
{e(a+bi)t’ e(a—bi)t)}'
por tanto, si estas soluciones fueran linealmente independientes, la solucién
general serfa la combinacidn lineal de ambas soluciones,
x(t) = ¢ e(@Pdt 4 ¢, ela=bit, (14)
Pero esta solucién no queda asi, utilizando la férmula de Euler lo expresamos
de otra forma mas conocida, veamos de (14)
Cle(a+bi)t + Cze(a—bi)t — Cleate(bi)t + Czeate(—bi)t’
_ eat[cle(bi)t + cze(—bi)t]

= e[, (cos(bt) + isen(bt)) + c,(cos(—bt) + isen(—bt))],
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= e®[(c;y + ¢3) cos(bt) + i(c; — c;)sen(bt)],
de manera que si acumulamos la constante k, = c¢; + ¢, k1 = i(c; — ¢3), la
solucién general se escribe,
x(t) = e**[kysen(bt) + kycos(bt)].
Naturalmente, que las dos soluciones x; (t) = e%sen(bt) y x,(t) = e cos(bt),

son linealmente independientes,
e%sen(bt) e%cos(bt)
W (x4, t) =
(1, %2) (6) be%cos(bt) + ae%sen(bt) —be% sen(bt)+ ae*cos(bt)
= —be?@ £ 0,b + 0.m

. ./ L/ . . d%x  dx
Ejemplo 14. Halle la solucion general de la ecuacién diferencial e 6x =
0.

Solucién. La ecuacidn auxiliar asociada a la ecuacién diferencial es
r’—r—6=0,
donde sus raices son: r; = —2,1, = 3 que son reales distintas, luego el conjunto

fundamental de soluciones es {e2%,e3!}. Por lo tanto, la solucién general esta

dado por la combinacioén lineal de estas dos funciones,
x(t) = cie 2t + c,ed,
con ¢4, ¢c; constantes arbitrarias.m
Ejemplo 15. Halle la solucién general de la ecuacidn diferencial Z—Z + 4% +4x =
0.
Solucién. La ecuacidn auxiliar asociada a la ecuacidn diferencial es
r’+4r+4=0,
donde sus raices son: r = r; , = —2 que son reales iguales (multiplicidad dos),
luego el conjunto fundamental de soluciones es {e~2%,te~2t}. Por lo tanto, la
solucién general esta dado por la combinacion lineal de estas dos funciones,
x(t) = (c1 + cyt)e™ %,
con ¢y, ¢c; constantes arbitrarias.m
Ejemplo 16. Obtener la solucién general de la ecuacién diferencial % + 4% +
13x = 0.
Solucioén. La ecuacidon auxiliar asociada a la ecuacidn diferencial es
r2+4r +13 =0,
donde sus raices son: r = —2 + 3i que son complejas conjugadas,cona = —2,b =
3; luego el conjunto fundamental de soluciones es {e %¢sen(3t), e "?¢cos(3t)}. Por
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lo tanto, la solucién general estd dado por la combinacidn lineal de estas dos

funciones,
x(t) = e~?t(cysen(3t) + ¢, cos(3t)),
con ¢4, ¢c; constantes arbitrarias.m

Ejemplo 17. Sea la ecuacién diferencial 9— - 15ﬁ + 7— —x =0, halle la

solucién general.
Solucion. La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacién diferencial es
3 _15r2+7r—1=0,

2
I 1 .
que se puede escribir en la forma (r — 1) (r - 5) = 0, entonces las raices de la

ecuacion auxiliar sonry = 1,153 = § (multiplicidad dos), por lo que el conjunto
fundamental de soluciones es

{et, eét, teét},
por lo tanto, la solucién general se escribe,

1 1
x(t) = ciet + cye3’ + cytest,
para cy, c, c3 constantes arbitrarias.m

Ejemplo 18. Sea la ecuacion d1ferenc1al — + 6@ +124 F + 8 — =0, halle la
solucion general.
Solucidn. La ecuacién caracteristica asociada a la ecuacion diferencial es
S+ 6rt +12r3 +8r2 =
que se puede escribir en la forma r2(r + 2)3 = 0, entonces las raices de la
ecuacion auxiliar son 1y , = 0 (multiplicidad dos) r3 4 5 = —2 (multiplicidad tres),
esto nos da el conjunto fundamental de soluciones
{1,t,e72t, te 2t t2e~2t},
por lo tanto, la solucién general se escribe,
x(t) = ¢; + ¢yt + (c3 + cut + cst?)e™ 2,
para ¢4, €3, €3, C4, Cs constantes arbitrarias l

Ejemplo 19. Sea la ecuaciéon d1ferenc1al dx_gdx 3 =+ Sd—f = 0, halle la
dat dtz  dt

solucién general.
Solucion. La ecuacidn caracteristica asociada a la ecuacion diferencial es

r*—r345r2—r—-—1=0,
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que se puede escribir en la forma (r + 1)(r — 2)(r? — 2r + 5) = 0, entonces las
raices de la ecuacién auxiliar son r; = —1,7, = 2 (reales distintas) 13, = 1 £ 2i

(complejas conjugadas), esto nos da el conjunto fundamental de soluciones
{e7t, e?t, etsen(2t), etcos(2t)},
por lo tanto, la solucién general se escribe,
x(t) = cie™t + ce?t + et[czsen(2t) + c4cos(2t)],
para cq, ¢4, €3, C4 constantes arbitrarias.m

Ejemplo 20. Sea la ecuacion d1ferenc1a1 dx_g4 F +424 F - 104 + 169x = 0.
Escribe la solucién general.
Solucién. La ecuacidn caracteristica asociada a la ecuacion diferencial es
—8r3 +42r?2 —104r + 169 = 0,

que se puede escribir en la forma [(r — 2)? + 9]? = 0, entonces las raices de la
ecuacién auxiliar son r; =2 + 3i,1, = 2 — 3i (cada uno de multiplicidad dos),
luego el conjunto fundamental de soluciones es

{e?tsen(3t), te?tsen(3t), e?t cos(3t) , te?tcos(3t)}.
Por lo tanto, 1a solucién general se escribe,

x(t) = e?t(cy + cyt)sen(3t) + e?t(c3 + c4t)cos(3t),
para cq, ¢4, €3, C4 constantes arbitrarias.m

3
Ejemplo 21. Resuelve la ecuacion diferencial % -3— & +a4Z_ oy = 0, sujetaa

dtz dt
las condiciones x(0) = 1,x'(0) = 0,x"(0) = 0.
Solucidn. La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion diferencial es
3 32 +42r? +4r—-2=0-1D0G%*-2r+2)=0,
entonces las raices de la ecuacion auxiliar son: r; =1, =1 +1i,13 =1 — i, luego
el conjunto fundamental de soluciones es
{et, etsen(t), et cos(t)},

por lo tanto, la solucién general se escribe,

x(t) = cyet + et (cycos(t) + c3sen(t)),
para ci,c,, c3, constantes arbitrarias. Aplicando las condiciones iniciales se
obtienen ¢; = 2, ¢c; = —1 y ¢3 = 1. Por lo tanto, la soluciéon al problema de valor
inicial es

x(t) = 2et + et (—cos(t) + sen(t)) . m

PROBLEMAS 5.3

1. Hallar la solucién general de
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a) x""—2x"+2x=0.
R. x(t) = et(c cost + c,sent).

b) x" —10x"+25x = 0.
R. x(t) = c,e + cyte’t.

c) x" +9x"=0,x(0)=3,x'(0) =-1,x"(0) = 2.
R.x(t) = ? —gcos(3t) - %sen(3t).

d) x""—=3x"+3x"—y=0,x(0) =2,x'(0) =0,x"(0) = 0.
R.x(t) = et[2 — 2t + t2].
3 2
€) S-65+12Z—8x=0.
R.x(t) = (c; + ¢yt + c5t?)e?t.

2. Demuestre que, si r = a £+ bi son ambas raices de multiplicidad n de la
ecuacion auxiliar agr™ + -+ + a,_17 + a, = 0, entonces la solucién general se
escribe
x(t) = e (c; + eyt + -+ ¢t Vsen(bt) +

e (Crq1 + Crqat + -+ ct™ Hcos(bt) .

3. Demuestre que, si r = i son ambas raices de multiplicidad n de la ecuacién
auxiliar agr™ + -+ + a,_17r + a, = 0, entonces la solucién general se escribe
x(t) = (c; + ot + -+ + ¢t Vsen(t) +

(Ckp1 T Crqpt + -+ cut™ Hcos(t) .

5.8 EL METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

Este es un método para resolver ecuaciones lineales no homogéneas, basicamente
para encontrar la solucién particular, sin embargo, tiene limitaciones, ya que se
aplica a ciertas clases de funciones que cumplen de ser del tipo coeficientes
indeterminados. No obstante, tiene ventaja, cuando el método es pertinente
resulta facil de emplear. El método se aplica inicamente cuando los coeficientes

son constantes,

d™x dn1

x d‘n.—Z
agp—+a +a
0 g¢n 1 ggn-1 2

dt"‘: + -+ an_l% + a,x = F(t).

Su utilizacién permite construir una solucién particular x,(t) de la ecuacién
dada, en general el método trata de encontrar una solucién particular del mismo
tipo que la funcidn F (t), pero ya requiere haber resuelto la ecuacion caracteristica
de la parte homogénea asociada y disponer ya del sistema fundamental de

soluciones de esa ecuacion.
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Definicion 5.7. Una funcidn es del tipo coeficientes indeterminados (CI) si es de
alguna de las formas (i) ct™,n = 0,1,2,3,4, ..., k, ..; aqui ¢ € IR (ii) ke?t,a, k € IR,
(iii) ksen(at),a # 0,k € IR, (iv) kcos(at),a # 0,k € IR, (v) Producto finito de
los cuatro tipos de funciones mencionadas.

Ejemplo 22. La funcién definida por F(t) = t?e>!sen(3t) es una funcién tipo
coeficiente indeterminado, pues es producto de (i), (ii) y (iii).

Ejemplo 23. La funcién definida por G(t) = t™2tan(t) no es una funcién tipo
coeficiente indeterminado, pues no es consecuencia de los cuatro tipo sefialados.
Definicion 5.8. Sea F(t) una funcién del CI. El conjunto formado por F(t) y todas
las funciones linealmente independientes del tipo CI, de modo que F(t) y sus
derivadas, se llaman conjunto CI de F(t).

Es sencillo observar que si F(t) es una funcion de tipo CI, sus derivadas de F(t)
también produce funciones del tipo CI, excepto la constante que hace multiplo.
Ejemplo 24. Hallar el conjunto Cl de F(t) = t°.

Solucidn. La funcién F(t) = t5 paracada t € IR, ya es una funcién de tipo CI. Para
obtener otras funciones del tipo CI derivamos hasta que no produzca nuevas
funciones del tipo CI, tenemos,
F'(t) = 5t% F'"(t) = 20t3; F'"'(t) = 60t2; F®(t) = 120t; FO(t) = 120;
FO()=0asi F™()=0, n>5,
las funciones de tipo CI linealmente independiente que resultan de estas
derivadas son (se evita los coeficientes) 1,t,t?,t3, t*; luego, el conjunto CI de t>
es,
S={t>t4t3t%t 1}.m
Ejemplo 25. Hallar el conjunto CI de f(t) = t?sen(t).
Solucién. La funcién f(t) = t%sen(t) para cada t € IR, es un producto de dos
funciones de tipo CI definidas por t? y sen(t), de manera que f(t) es una funcién
de tipo CI. Para obtener otras funciones del tipo CI derivamos hasta que no
produzca nuevas funciones del tipo CI, tenemos,
f'(t) = 2tsen(t) + t? cos(t); f''(t) = 2sen(t) + 4tcos(t) — t2sen(t);
f""® = 6 cos(t) — 6tsen(t) — t%cos(t).

Si continuamos derivando al orden superior n >3 ya no surgiran otras
funciones de tipo CI linealmente independiente, s6lo tenemos seis funciones del
tipo CI que son (se evita los coeficientes)
t?sen(t), t? cos(t), tsen(t), tcos(t); sen(t), cos(t); luego, el conjunto CI de
t2sen(t) es,
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S = {t%sen(t),t? cos(t), tsen(t), tcos(t); sen(t),cos(t)}.m

EL METODO

El método de CI se puede aplicar cuando la funcién F(t) de la ecuacion (1) es una
combinacioén lineal del tipo CI. Ahora explicamos cémo funciona el método para

resolver la ecuacion diferencial
dn dn—l n—-2

X X da X dax
QG mta ot mottap i tax= F(t). (15)

Se parte del hecho de que ya se conoce la solucion de 1a ecuacion homogénea,
dn dn 1 dn Z
a +a Z+a
0gem T Mgt T B2 gz

y que esta dado por
xp(t) = 1261 (t) + c2x2(8) + c3x3(8) + -+ + X (0. (16)
Debemos hallar una integral particular x, (t) de la ecuacion (15), siempre que
F(t) es una combinacion lineal finita de funciones f; (t), f5(t), ..., fi (t) de tipo CI,
es decir,

~+. ~t+a,_ 1 +anx—0

F@) = a1f1(t) + azfo(t) + -+ amfm (D),
donde a4, a5, ..., @y, son constantes conocidas. Seguimos la secuencia:
(a) Para cada una de las funciones del tipo CI f;(t), f>(t), ..., i (t) hallamos el
correspondiente conjunto CI, obteniendo asi los conjuntos,

S1:82) s Sic 1,80 Sig1s o Sj=1,Sj Sjt1s s Sk=15 Sk Sk Sm—1, S

(b) Supongamos que alguno de los conjuntos CI hallados, tal como el S; (para
poner ejemplos) es idéntico o esta incluido en otro digamos S. En este caso si
son idénticos se toma s6lo un conjunto, si estd incluido se omite el menor
digamos que S; C Sy, se omite s; y queda Sy.

(c) Después de haber analizado (b) los conjuntos CI quedan asi,

81,82, s Sic 1,80, Siv1s oo Sj=15 Sjr1s 0 Sk=15Skr Skt 15 1 Sm—1, S
Seguidamente vemos si algunos de estos conjuntos que quedan incluye
funciones que son soluciones de la parte homogénea (16), digamos que S;
(para tomar ejemplos), entonces este conjunto se debe modificar, cada
miembro de S; se multiplica por la potencia minima de t hasta ver el conjunto
que resulta ya no contenga a la solucién de (16); este conjunto modificado sea
S/ que se reemplaza a las lista anterior.

(d) Considerando el paso (c) ahora se tiene los conjuntos

S1:82) s Sic 187 1 Sits s Sj=1, Sj1s o0 » Sk=1,Sks Sk415 0 » S—1, S
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Con los elementos de estos conjuntos se forma una combinacién lineal,

justamente los coeficientes son los indeterminados, ya tenemos formulado
como serd la solucion x,, (t).

(e) Finalmente hallamos los coeficientes indeterminados reemplazando x,(t) y
sus derivadas para que se cumplan idénticamente en (15), de alli saldran los
coeficientes desconocidos.

Ponemos en practica el métodos con algunos ejemplos ilustrativos, pero, se
recomienda entender bien los pasos explicados, el éxito del método tiene que ver
con formar correctamente la solucion x, (t).

Ejemplo 26. Hallar la solucién general de la ecuacidn diferencial

x" —x' —2x — 2et = —5sen(t).
Solucion. Primero debemos hallar la solucién de la ecuacién homogénea x'' —
x" —2x = 0,y lasolucién es
xp(t) = c1e?t + et
Al escribir la ecuacién como
x" —x' —2x = 2et — 5sen(t), (p)

el término no homogéneo es F(t) = 2et — 5sen(t), que es combinacién lineal de

las dos funciones del tipo CI dadas por e’ y sen(t). Entonces es aplicable el

método, seguimos los pasos.

(a) Formamos el conjunto CI de las funciones ety sen(t).Y son: §; = {et}, S, =
{sen(t), cos(t)}.

(b) Vemos que S; & S, ‘0 S, & Sy, tampoco S; = S, por tanto quedan Sy, Ss.

(c) Examinamos la solucién x;, (t) y vemos que las funciones et, sen(t), cos(t), no
es solucion de la ecuacién homogénea, por tanto S;, S, no serdn modificados.

(d) Conlos tres elementos e, sen(t), cos(t), de los conjuntos Sy, S,, formamos una
combinacion lineal Ae’ + Bsen(t) + Ccos(t), donde los coeficientes
indeterminados son 4, B, C.

(e) Formulamos la solucién particular buscada

x,(t) = Ae* + Bsen(t) + Ccos(t) . (p1)
Hallamos 4, B, C exigiendo que cumpla su condicién de solucién. Derivando
dos veces.
{x’p(t) = Ae® + Bcos(t) — Csen(t)
x"'p(t) = Ae* — Bsen(t) — Ccos(t)’
reemplazando x, (t), x',(t) y x"',(t) en la ecuacion (p) se obtiene,
(Aet — Bsen(t) — Ccos(t) — (Aet + Beos(t) — Csen(t)),
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—2(Aet + Bsen(t) + Ccos(t)) = 2et — 5sen(t),
es decir —24e' + (—3B + C)sen(t) + (—3C — B)cos(t) = 2et — 5sen(t, al ser
valida para todo t € (a, b), se cumple que
—2A=2; -3B+C=-5; -3C —B =0;

dedonde A = —1,B = % C= —%. Y asi obtenemos la integral particular en (p1),

xp, (1) = —et + %sen(t) - %cos(t).

Por lo tanto, la solucién general escribe como,

x(t) = xp(t) + %, (2)

=ce?t + et —et + %sen(t) - %COS(t).I

Ejemplo 27. Resuelve la ecuacion diferencial ZZT’ZC —x =t2+ 2et +tet — 2e?t.
Solucién. La correspondiente ecuacion homogénea es Z—if —x =0, que tiene
como solucion

xp,(t) = ciet + cyet.

El término no homogéneo es la funcién F(t) = t? + 2et + tet — 2e?¢, que es
combinacion lineal de cuatro funciones de tipo CI. Formamos el conjunto CI de
cada una las funciones t?,ef, tef,e?t , que respectivamente son: S; = {t?,¢,13},
S; ={e'}, S3 ={te', e}y Sy = {e*'}.

Observamos que S, € S3, por lo tanto eliminamos el conjunto S,. Por otro lado
S3 = {tet, et} contiene a solucién ef; entonces este conjunto debe ser multiplicado
por t (potencia minima de t), asi se tiene un nuevo conjunto S; = {t%e?, tet} que
ya no incluye a la solucién.

Después de los analisis quedan los conjuntos,

S, = {t?,t,1}, S5 = {t2%et, tet}, S, = {e?'},
con los elementos de los conjuntos que quedan formulamos la solucion x, (t)
escribiendo la combinacion lineal,
x,(t) = At? + Bt + C + De?' + Et%e’ + Fte®

Derivando dos veces

x',(t) = 2At + B + 2De?" 4 2Ete’ + Et?e’ + Fe' + Fte®

x'",(t) = 2A + 4De® + 2Ee" + 4Etet + Et%e’ + 2Fe" + Ftet,

y sustituyendo en la ecuacion diferencial se obtiene,

(2A + 4De?t + 2Eet + 4Etet + Et?et + 2Fet + Ftet') —

(At? + Bt + C + De?t + Et%et + Ftet) = t? + 2et + tet — 2e?%¢,
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para que se cumpla idénticamente, —A =1,B =0;24—C = 0; 2E + 2F

2;4E =1; 3D =-2, de donde A=-1,B=0,C=-2E = %.
Finalmente, la integral particular es

= —t2 _22t 1.2t .3 ¢t
xp(t) = 2 +t%e" +tet.

-PI»—\

D=-2F=
3

Por lo tanto, la solucién general es,

2 1 3
x(t) = cret +cpe™t —t? —2 ——e? +—tZet +—tet

3 4 4
para c4, c; constantes arbitrarias. m
Ejemplo 28. Resolver la ecuacién d1ferenc1a1 — + 4 & dtz = 12t? + 8sen(2t) —
8cos(2t).
Solucidn. La correspondiente ecuaciéon homogenea — + 4? = 0 tiene como
solucion

xp(t) = ¢ + ¢t + c3sen(2t) + c4cos(2t).

El término no homogéneo es la funcién F(t) = 12t% + 8sen(2t) — 8cos(2t),
que es combinacién lineal de tres funciones de tipo CI. Formamos el conjunto CI
de cada una las funciones t?, sen(2t), cos(2t), que respectivamente son:

S; = {t?,t,1}, S, = {sen(2t), cos(2t)}, S5 = {cos(2t), sen(2t)}.

Observamos que S, = S5, por lo tanto eliminamos el conjunto S,. Por otro lado
S; ={t%t,1} contiene a solucién t,1; entonces este conjunto debe ser
multiplicado por t? (potencia minima de t), asf se tiene un nuevo conjunto S; =
{t*,t3,t?} que ya no incluye a la solucién. Similarmente el conjunto S; =
{cos(2t),sen(2t)} contiene a la solucion sen(2t),cos(2t), entonces
multiplicamos por t y queda

= {t cos(2t), tsen(2t)}.
Después de andlizar quedan los conjuntos,
S; = {t* t3,t%}, S5 = {t cos(2t) , tsen(2t)}
con los elementos de los conjuntos que quedan formulamos la solucion x, (t)
escribiendo la combinacion lineal,
x, () = At* + Bt3 + Ct* 4 Dt cos(2t) + Etsen(2t)
Derivando cuatro veces
x',(t) = 4At® 4+ 3Bt? + 2Ct + Dcos(2t) — 2Dtsen(2t) + Esen(2t)
+ 2Etcos(2t)
x",(t) = 12At? + 6Bt + 2C — 4Dsen(2t) — 4Dtcos(2t) + 4Ecos(2t)
— 4Etsen(2t)
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xl(,g) = 24At + 6B — 12Dcos(2t) + 8Dtsen(2t) — 12Esen(2t) — 8Etcos(2t),

xl(f) = 24A + 32Dsen(2t) + 16Dtcos(2t) — 32Ecos(2t) + 16Etsen(2t)
y sustituyendo en la ecuacion diferencial se obtiene,
(24A + 32Dsen(2t) + 16Dtcos(2t) — 32Ecos(2t) + 16Etsen(2t))
+4(12At% + 6Bt + 2C — 4Dsen(2t) — 4Dtcos(2t) + 4Ecos(2t) — 4Etsen(2t))

12t% + 8sen(2t) — 8cos(2t)
se cumple idénticamente, 484 = 12,B = 0; 24A + 8C = 0; 16D = 8; —16E = —8;

dedonde A = i,B =0,C= —%,D = %,E = % Finalmente, en la integral particular

es
1l _3,2,1 1
xp(t) = Sttt 4ot cos(2t) + > tsen(2t).
Por lo tanto, la solucion general es,

1 3 1 1
x(t) = ¢; + ¢yt + c3sen(2t) + ¢, cos(2t) + Zt4 - th + Et cos(2t) + Etsen(Zt)

para ¢y, ¢y, C3, C4 constantes arbitrarias. m
Ejemplo 29. Resolver la ecuacién diferencial x” — x = 6t%et + 1.
Solucion. La correspondiente ecuaciéon homogénea es x" — x = 0, que tiene como
soluciéon
xp(t) = cret + cyet.

El término no homogéneo es la funcién F(t) = 6t%et + 1, que es combinacién
lineal de dos funciones de tipo CI. Formamos el conjunto CI de cada una las
funciones t2et, 1, que respectivamente son: S; = {t?ef, tet,et}, S, = {1}.

Observamos que S; # S, 0 S; ¢ S, 0 S, ¢ S;. Por otro lado §; = {t2et, tet, et}
contiene a solucién ef; entonces este conjunto debe ser multiplicado por t
(potencia minima de t), asf se tiene un nuevo conjunto S; = {t3ef,t2et, te} que
ya no incluye a la solucién.

Después quedan los conjuntos,
S; ={t3et, t%et, tet}, 5, = {1},
con los elementos de los conjuntos S; y S, formulamos la solucion x,(t)
escribiendo la combinacién lineal,
x,(t) = At3e* + Bt?e' + Ctet + D
derivando dos veces
x',(t) = 3At%e’ + At3e’ + 2Bte’ + Bt?e' 4 Ce' 4 Ctet
x",(t) = 6Ate" + 6At?et + At3e’ + 2Be’ + 4Bte + Bt?e' + 2Ce" + Ctet,
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y sustituyendo en la ecuacion diferencial se obtiene,
(6Atet + 6At%et + At3et + 2Bet + 4Btet + Bt?et + 2Cet + Ctet) —
(At3et + Bt%et + Ctet + D) = 6t%et + 1,
para que se cumpla idénticamente, 64 + 2B = 0,6A =6; B+ C =0;—D = 1; de

dondeA =1,B = —g, C = %,D = —1. Finalmente, en (S1) la integral particular es
x, () = t3et — %tzet +%tet -1
Por lo tanto, la solucién general es,
x(t) = ciet + et + t3et —ztzet + %tet -1,

para cq, ¢, constantes arbitrarias. m

Ejemplo 30. Resuelve la ecuacidn diferencial x'”’ — 3x"" + 3x’ = x + et —t + 16.
Solucion. La correspondiente ecuaciéon homogénea es x"' — 3x" +3x' —x =0,
que tiene como solucion

xp(t) = ciet + cytet + cstet.

El término no homogéneo es la funcién F(t) = e® — t + 16, que es combinacién
lineal de dos funciones de tipo CI. Formamos el conjunto CI de cada una las
funciones et, t, 1, que respectivamente son: S; = {et}, S, = {1,t}y S3 = {1}.

Observamos que S3 C S,, luego queda S; = {e'}, S, = {1, t}. Por otro lado S; =
{e’} contiene a solucién ef; entonces este conjunto debe ser multiplicado por t3
(potencia minima de t), asi se tiene un nuevo conjunto S; = {t3et} que ya no
incluye a la solucién.

Quedan los conjuntos,

Sy ={t%e"}, S, ={1,t},
con los elementos de los conjuntos S; y S, formulamos la solucién Xp(t)
escribiendo la combinacién lineal,

xp(t) = A+ Bt + Ct3et.
derivando tres veces

x',(t) = B+ 3Ct2ee’ + Ct3et
x'"y(t) = 6Ctet + 6Ct2et + Ct3et,
x'""y(t) = 6Cet + 18Cte’ + 9Ct%e" + Ct3ef,
sustituyendo en la ecuacién diferencial y simplificando se obtiene,
6Cet + BB—A)—Bt=et +16 — ¢,

para que se cumplaidénticamente, 6C = 1,3B — A = 16; —B = —1; dedonde C =

%,B = 1, A = —13. Finalmente, la integral particular es

225



_ 1.3 ¢
x, () = 13+t+6t et.

Por lo tanto, la solucion general es,
1
x(t) = ciet + cytet + c3t?et — 13+t + gt3et,
para cy, ¢, c3 constantes arbitrarias. m

4 2
Ejemplo 31. Resuelve la ecuacion diferencial % _d X Ex ot 4,

dt?z = dt?
Solucién. L di i6n h , d*x 2d3x dx_O
olucion. La correspon lente ecuacion omogenea es F - ﬁ + F = U, que

tiene como solucion
xp,(t) = ¢1 + ot + cget + cytet.

El término no homogéneo es la funcién F(t) = e’ + 1, que es combinacién
lineal de dos funciones de tipo CI. Formamos el conjunto CI de cada una las
funciones ef, 1, que respectivamente son: S; = {et}, S, = {1,} . Por otro lado,
tanto S; = {e'} como S, = {1,} contiene a solucién x; (t); entonces los conjunto
deben ser multiplicado por t? (potencia minima de t), asi se tiene un nuevo
conjunto S; = {t%e'} y S; = {t?}. Con los elementos de los conjuntos S; y S,
formulamos la solucién x, (t) escribiendo la combinacion lineal,

x,(t) = At? 4+ Bt2e".
Derivando cuatro veces
x',(t) = 2At + 2Bte' + Bt2e"
x"p(t) = 2A + 2Be’ + 4Bte' + Bt?ef,
x"",(t) = 6Be’ + 6Bte’ + Bt?ef,
2P (t) = 12Bet + 18Btet + Bt?et
sustituyendo en la ecuacién diferencial y simplificando se obtiene,
2A + 2Bet = et + 1,
para que se cumpla idénticamente, 24 = 1,2B =1 de donde A = %,B = %
Finalmente, la integral particular es
X, (t) = %tz + %tzet.
Por lo tanto, la solucion general es,
x() = €1 + Cot + czet + cyte +5t2 +-t%et,

para cy, 5, C3, C4 constantes arbitrarias. ®
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Ecuaciones dilerenciales ordinarias aplicadas |

PROBLEMAS 5.4

Halle la solucién general de las ecuaciones diferenciales:
a) x" —4x' +4x —12t? = 42 — 40¢.
R.x(t) = (¢; + cyt)e?t + 3t%2 — 4t + 5.

b) x" + a?x = sen(bt) siendo a, b constantes positivas.
R x(t) =¢ cos(at) + c,sen(at) t =z sen(at) a#b ; x(t)=c cos(at)+
cysen(at) t o b ~sen(at) — —tcos(at) a=h.

c) x"+16x =e3
R. x(t) = ¢; cos(4t) + cysen(4t) + %e“.

d) x" —4x' +4x = 42t — 1)e*t.

R.x(t) = (¢ + cpt)e?t + (2t — 1)e*.

e) x" —2x"+3x=3t+4.

R.x(t) = et[cicos(V2t) + cysen(V2t)] + t + 2.
f) x" —x'—6x =8e? —5e3; x(0) =3,x'(0) =5.
R.x(t) = e7?t + 4e3t — 2e2t — te3t,
g) x" —4x' 4+ 4x = —23 cos(3t) — 80sen(3t).
R.x(t) = (¢; + cyt)e?t + 4sen(3t) — 5cos(3¢).
h) 4x" + 4x' + x = 3te’.
R x(t) = e_%t(c1 + c,t) —get +§tet.
i) x"+2x" +x = tetcost.
R.x(t) = ciet + cte ™t + éet[(ﬁt — 4)cost + (20t — 22)sent].
j) x" =—x+4sen(t) + tcos(t).
R. x(t) = ¢; cos(t) + cysen(t) —itcos(t) +%tzsen(t).
k) dtz — 4x = cosh(2t).
R.x(t) = c;e? + ce™? +%te2t —éte‘” .
1) x"+4x=—-4x"+2t+6.
R.x(t) = (c; + c,)e 26 + 1+ ;t.
m) x"" = —25x + 20sen(5t).
R. x(t) = ¢; cos(5t) + ¢ sen(5t) — 2tcos(5t).
n) x"—-3x"=x—-3x"+16—-t+e".
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R.x(t) = (c; + ot + c5tP)et — 13+t + %t3et .

0) x"" = —x + sen(t) — 2cos(t).
R. x(t) = c,cos(t) + ¢, sen(t) +%tsen(t) + tcos(t).
d*x t
p) 16— =x + ez
t
R. x(t) = ciet + c,e7t? + c5 cos (%) + cysen (é) +§tei.

d*x d3x d?x ¢
2o =T tet+1
@ dt* at? dt? te t

R.x(t) = ¢; + ¢t + czet + cytet +%t2 +%t2et.
T

r) x" + x = 8cos(2t) — 4sen(2t), x (g) = —1; <G =o.
R.x(t) = —mcos(t) — 1?lsen(t) — gcos(Zt) + 2tcos(t).

s) x"' 4 x = tsen(t).

R. x(t) = c;sen(t) + c, cos(t) — i t? cos(t) + %tsen(t).
t) x" =2x"+3x—9+ 4e".
R.x(t) = cie ™t + ce3t + 3 —et.

u) Sia,b,c son positivos siendo x4 (t), x,(t) soluciones de la ecuacidén diferencial
ax'" + bx' + cx = f(t), demuestre que (x4 (t) — x,(t)) » 0 cuandot — oo, jes
valida este resultado si t = 0?

v) x" =—x"+42+9t— 6t2

1

B -8t g M2 743 1
R.x(t)—61+czt+c3e +256t +32t 16

t4,
5.9 METODO DE VARIACION DE CONSTANTES

El método de variaciéon de constantes o variacién de pardmetros, es un método
menos restrictivo en comparacion del método de los coeficientes indeterminados,
se aplican a una cantidad mas amplia de ecuaciones; como primera condicién
requiere conocer la solucién complementaria x.(t). El asunto es cémo generar
una solucion particular y general, para tener éxito, necesariamente ya se debe
conocer la solucién de la ecuacién homogénea asociada, por supuesto que si la
parte homogénea es de coeficientes constantes entonces resulta simple. Si los
coeficientes no son constantes, la tarea es mucho mas compleja, con excepcion de
algunos casos particulares como la ecuacién de Cauchy-Euler (Sotomayor, 1979).
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CASO 1: ECUACION DIFERENCIAL DE SEGUNDO ORDEN

Explicaremos el método para el caso de una ecuacién diferencial de segundo
orden,

d?x dx
ao(t)m+ a1(t)z +a,(t)x = f(t), (17
considerando que x4 (t), x, (t) forman un Sistema fundamental de soluciones de la
ecuacion homogénea,

da? d
ao(t)d—tf + al(t)d—’; +a,(t)x=0, (18)
y tiene como solucion
xc(t) = c1x1 () + 2%, (1) (19)

donde c; y ¢, son constantes arbitrarias. El método consiste justamente en hacer
variar estas constantes, es decir determinar c;(t) y c,(t) tales que x,(t) =
c1(t)x1(t) + c2(t)x,(t) sea una solucion particular de la ecuacién no homogénea
(17). Entonces al asumir una solucién de la forma,
xp () = c1(£)x1(6) + c2(£)x2(2),

derivamos dos veces exigimos que cumpla como solucion,

x'p(®) = ¢1' (Ox1(0) + 1 (Ox'1(1) + 2" (D22 (1) + c2(D)x2 (D),
imponemos la condicidn,

e’ (O)x1 () +c'(O)x2 () = 0,
y queda x',(t) = ¢q(£)x'1(t) + c2(t)x';(t). Derivando nuevamente
x"p(0) = ¢1"(®)x"1(8) + c1(Dx"1(8) + 2" ()x'2(E) + c2(D)x"'2(2),

reemplazando x, (t), x',,(t), x"', (t) en la ecuacién (17)

ao () (1" (Ox"1 (1) + c1(Ox"1(1) + 2" (O)x"2 (1) + c2(t)x"2(D))

+a1(0) (1 (©Ox1 (1) + 1 (D)x"1(8) + 2" ()22 () + c2(£)x'2(1))

+az () (c1(D)x1 () + c2(O)x2 () = f(8),

al ser x4 (t) y x,(t), reduce a la ecuacion,

c'1(®)x"1(t) + ', (x5 () = f®

ap(®)’

por cierto aq(t) # 0.
De esta forma se tiene para resolver un sistema de ecuaciones,
e’ (O)x1 (D) +c' (O)x(t) =0
¢y O3 () + ¢ (D5 () = L2 (20)

el determinante del sistema (20) es el Wronskiano,

W (xy, x2)(t) = ;,11((?) ;’22((?) '

229



Por ultimo en el sistema (20) usando determinantes y luego integrando se
obtienen c¢;(t) y ¢, (t)

Cl(t) — f —xz(t)f(f) dt y CZ (t) — f xl(t)f(t) dt , (21)

ao (E)W (x1,x2)(t) ao (E)W (x1,x2)(t)
por lo tanto la solucion x,(t) de manera completa se escribe,

_ _ x2(8)f (£) x1(O)F(t)
xp(6) = —x1(t) J NOTIEAI0! (t)dt +x,(t) [ WD dt

Este resultado para ecuaciones diferenciales lineales homogéneas y no
homogéneas con coeficientes constantes (o variables) segundo orden, pueden
generalizarse para un orden n cualquiera. Es bueno aclarar que el conjunto de
soluciones de una ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n forma un
espacio vectorial de dimension n. El conjunto de las soluciones de una ecuacion
diferencial lineal no homogénea de orden n es un espacio afin de dimensiéon n
asociado al espacio vectorial del conjunto de las soluciones de la ecuacién
homogénea asociada.

CASO 2: GENERALIZACION DEL METODO

Como el método parte primero por conocer ya las soluciones de la ecuaciéon
homogénea, consideremos el problema para una ecuacién diferencial lineal con

coeficientes constantes no homogénea

dn dnl dnz
ta 1dtn1+ Zdtn2+ +an1 +anx_f(t) (22)

donde ay # 0,44, ..., a, son constantes reales y f(t) es una funcién continua en
t € {(a, b). Tenemos las soluciones de la parte homogénea x.(t) donde el conjunto
fundamental de soluciones es
{x1(£), x2(2), ..., xn (D)},
de manera que la solucidn es
Xc(8) = €11 (8) + 222 (t) + c3x3(2) + -+ + crxpn (8), (23)
donde cq, ¢y, c3, ..., ¢, Son constantes arbitrarias. Por este método, para formular
nuestra solucién particular de la ecuacién completa se requiere hacer variar estas
constantes arbitrarias, es decir, nuestra solucion Xp (t) es
xp(8) = c1(0)x1(0) + c2(O)x2(8) + c3(O)x3() + -+ + cu(®)xn(£).  (24)
Para obtener la solucién (23), se requiere hallar las n funciones

Qo gem

c1(t), cz(t), ..., cp(t) y para ello se requiere imponer n condiciones iniciales. Estas
condiciones iniciales se escriben apropiadamente,
¢'1(®)x1(8) + c2(O)x2(1) + -+ " (D)2, (8) = 0
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' (®)x'1 () + (X2 (8) + -+ (X', () =0
" (®Ox"1(®) + c,(Ox"2 () + -+ ' (®x", () =0

¢1OxI ) + (O () + -+ ¢ (OxID(E) = 0
1 @Ox V@) + cp(O)x V@) + -+ (0TI (@) = Lz)

a
Para obtener la dltima condicién se reemplaza
Xp(8) = c1(B)x1 () + c2(O)x2(E) + -+ + (D) x5 (0)
x'p(®) = c1(O)x'1 (1) + c2(O)x"2(6) + -+ + cn (D)X (1)
x'p(t) = c1(®)x"1(t) + c2(D)x"2(t) + - + ()" (1)

"0 = (0% (O + Ox" @) + -+ (0% V@)
también xz(,")(t) en la ecuacidn diferencial (1) y se obtiene
1(Ox"TV @) + 5 (O)x V@) + -+ (xS () = %)

Entonces hay que resolver el sistema, donde las n incégnitas son c'i(t),
c'5(t), ..., c'n(t) donde el del determinante del sistema es W (xy, x5, ..., X, ) (t) # 0.
Por tanto, las soluciones son

Wi (6).£(5)

IO .
donde la determinante W, tiene como (0,0, ...,0,1) en la columna k-ésima y el
resto de la columna coincide con el determinante Wronskiano W (x4, x5, ..., X,,) (t).
Luego integrando se obtiene

Wi (t).f(t
Ck(t) =J‘ k()£ (1)

aOW(xlvle-"!xn)(t) )
Por lo tanto, en (24) sustituyendo parametros se obtiene la solucién particular
de la ecuacion no homogénea,

X, (t) — ;{1=1 Xx (t) ft Wi (w).f(w)

to agW(xq,X2,.xn)(W)
Observacion. Para el caso de una ecuacién diferencial de tercer orden, usando
este resultado se puede hallar ¢, (t), c;(t), c3(t), para lo cual se tomaria en cuenta

que k = 1,2,3, veamos,
0 x2(t) x3()

0 xrp(t)  xr3(t)
O =—MOS® L oe® xs®f [x2Ox'3(O-x"2(Ox3 O] (1)
1 aoW(x1,%2,%3)(t) aoW(x1,x2,%3)(t) aoW(x1,%2,%3)(t)

integrando se obtiene

f(®

)
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Cl(t) — J‘ [xZ(t)x 3(t)—x z(t)x3(t)]f(t) dt,

aoW(x1,x2,x3)(t)

similarmente,
x1(8) 0 x3()
f@®|x11(®) 0 xr3()
¢ (t) = W ()-f(8) xr1 (®) 1 xr3(®)]  [x"1(®D)x3()—x1(O)x'3(D)]F (D)
,(t) = =

agW(x1x2x3) (1) agW(xy,xzx3)(t) aoW(x1,%2,x3)(t)
integrando se obtiene
60 = f [x'1 ()x3(8) — 21 (O)x"3(D)]f (£)
2 a0W(x1,x2,X3)(t)
x1(t)  x2(t) 0
x11(t)  xr(t) 0
() = @I _ n® xn® 1 [x1(Ox"2 ()21 (Ox(O]f ()
3 aoW(x1,x2,x3)(t) aoW(x1,x2,%3)(t) aoW(x1,x2,%3)(t)
integrando se obtiene
[x1(®)x"2(O)—x1 (D2 (O]F ()
t) = dt.
(0 = [ o
Ejemplo 32. Resuelve la ecuacién diferencial x” + x = sec?(t).
Solucién. Primero se debe conocer la solucién de la ecuacion homogénea x"' +

dt

f(®

)

x =0, el conjunto fundamental de soluciones es {sen(t),cos(t)}, entonces la
solucién complementaria (de la parte homogénea) es,
x.(t) = cysen(t) + cycos(t)

Naturalmente si queremos hallar la solucién particular completa x,(t) no
podriamos utilizar el método de coeficientes indeterminados, y que la funcién
sec?(t) no es del tipo CI; luego se aplica el método de variaciéon de constantes,
formulamos nuestra solucién por este método,

xp () = ¢ (t)sen(t) + c;(H)cos(t).

Tenemos x; (t) = sen(t), x,(t) = cos(t),a, = 1, f(t) = sec?(t), el Wronskiano

se puede calcular,

_|sen(t) cos(t) | _
W (xy, x2)(t) = cos(t) -—sen(t)|

para encontrar ¢, (t) y c,(t) recurrimos a la integrales ya encontradas arriba y

-1,

son,

_ —x2(0)f (1) _ x1 (O f(E)
a® = [ e ovmaadt v O =[ oL et

Para ¢, (t),
3 —x,(O)f (1) _ [ —cos(t)sec?(t)
SO o e o il R
= In|sec(t) + tan(t)|,

dt = fsec(t) dt
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para ¢, (t),

_ x1(0)f (D) _ sen(t)sec*(t) .. _
c,(t) = f—ao(t)W(xl,xz)(t) dt = f—_l dt = —sec(t).

Estas funciones no admiten constantes arbitrarias, por tanto en (a1) se obtiene
la solucién
x,(t) = (sen(t))In|sec(t) + tan(t)| — 1,
entonces la solucion general de la ecuacion diferencial es
x(t) = xc(t) + xp(t)
= cysen(t) + ¢, cos(t) + (sen(t))In|sec(t) + tan(t)| — 1.m

eSt

Ejemplo 33. Resuelve la ecuacién diferencial x” — 3x" = —2x + o

Solucién. Primero se debemos encontrar la solucién de la ecuacién diferencial
homogénea x”’ — 3x’ + 2x = 0, el conjunto fundamental de soluciones es {e?, e?'},
entonces la solucién complementaria (de la parte homogénea) es,
x:(t) = ciet + cye?t
En este caso si queremos hallar la solucion particular completa x,(t) no
podrl'amos utilizar el método de coeficientes indeterminados, y que la funcién

f©) ==

constantes, formulamos nuestra solucioén por este método,
xp (1) = ¢y (et + cz(t)eZt

Tenemos x4 (t) = ef, x,(t) = e?!, ay = 1, f(t) = —, el Wronskiano se puede
calcular,
2t
W(xlle)(t) = 2t ZeeZt = e3ty

para encontrar ¢ (t) y ¢, (t) recurrimos a la integrales,
Cl(t) — J‘ =x2(0)f (D) dt y Cz(t) — J‘ x1(0)f () dt

ao ()W (x1,%2)(t) ao ()W (x1,%2)(t)
Para ¢, (t),
1 (8) =f —%Of(©) dt = fﬂdt = —fe—tht
ag(OW (xq,x2)(t) e3t(1 + et) 1+et
=In(1+e") —et,
Para c,(t),

_ x1 (OF (D) _ etedt _ ¢
c,(t) = f—ao(t)w(xl’xz)(t) dt = f—e3t(1+et) dt = In(1 + eb).

Estas funciones no admiten constantes arbitrarias, por tanto, se obtiene la
solucion
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x, () = et[—e’ + In(1 4+ eD)] + e in(1 + €"),
entonces la solucion general de la ecuacion diferencial es
x(t) = x.(8) + x,(t)
=cret +ce?t +et[ln(1 +eb) —et] +e?tin(1 + et).m
Ejemplo 34. Resuelve la ecuacién diferencial tx”" — (t + 1)x’ + x = t%e?,
sabiendo que x;(t) =t + 1 es una solucion de tx" — (t + 1)x' + x = 0.
Solucién. Primero debemos encontrar la segunda solucién x,(t) de la ecuacién
diferencial homogénea tx" — (t + 1)x’ + x = 0, para esto usamos reduccién de
orden, haciendo
x2(t) = v()(t + 1),
derivando dos veces x', (t) = v(t) + (t + 1)v'(¢t), x",(t) = 2v'(t) + (t + Dv"'(¢t)
y reemplazando en la ecuacién homogénea,
tRYE)+E+ DY) -+ D)+ E+ DY) +v@)(Et+1) =0
tt+ v - +tHv =0,
haciendo v'(t) = u(t) la ecuacién se reduce a orden uno, t(t + Du’ — (1 + tHu =
0, donde la solucién es u(t) = tet(t + 1)~2, ahora deshaciendo cambios
v(t) = [tet(t + 1)7%dt,
integrando por partes se obtiene v(t) = e'(1+t)~!, entonces la segunda
solucién buscada queda x,(t) = (1 + t)et(1 + t)~! = e’. Por lo tanto, el conjunto
fundamental de soluciones es {1 + t, e}, entonces la solucién complementaria (de
la parte homogénea) es,
x:(t) = c; (1 +t) + cyet.

En este caso si queremos hallar la solucion particular completa x, (t) podriamos
utilizar el método de coeficientes indeterminados, y que la funcién f(t) = t2e?t
es del tipo CI; pero también se podria aplicar el método de variacion de constantes,
formulamos nuestra solucién por este método,

x,(t) = c1 ()1 + 1) + (et

Tenemos x;(t) = 1+t,x,(t) = €%, ay =t, f(t) =t%e?’, el Wronskiano se

puede calcular,

t
W x)® =" FE €| =tet,
e
para encontrar ¢ (t) y ¢, (t) recurrimos a la integrales,

—x,(DF (D) 1 (OF ()
t) = | ——=———="————dt t) = | ————————dt.
4O =) oo Y 2O =] o wta©

Para ¢, (t),
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_ _otp2,2t
c1(t) =f x2(Df (6) dt = fu—edt = —ertdt

ao(OOW (xq, x2)(t) t(tet)
1 2t

=—ze
Para c,(t),
x1(Of () a+t3e Zt
() = [—2———
2(t) = J T OW D =/ e t(tet)
Estas funciones no admiten constantes arbitrarias, por tanto, se obtiene la
solucién

= tet.

xp(6) = (1+ ) [~ 2 €% + eftet = 2(t - 1)e?,
entonces la solucién general de la ecuacion diferencial es
x(t) = xc(t) + x,(t)
=c (1 +1t) + cpet +%(t —1e?.m
Ejemplo 35. Resuelve la ecuaci6n diferencial x” + 2x" + x = e~tIn(¢).
Solucion. Hallamos la soluciéon de la ecuacién diferencial homogénea x"" + 2x' +
x = 0, el conjunto fundamental de soluciones es {e ¢, te~'}, entonces la solucién
complementaria (de la parte homogénea) es,
x:(t) = cie”t + cptet.

En este caso si queremos hallar la solucion particular completa x,(t) no
podriamos utilizar el método de coeficientes indeterminados, ya que la funcién
f(t) = e~tIn)t) no es del tipo CI; entonces necesariamente aplicamos el método
de variacion de constantes, formulamos la solucién por este método,

xp (1) = 1 (e + cp(Dte ™t

Tenemos x;(t) = e %, x,(t) = te™, ag = 1, f(t) = e"tIn(t), el Wronskiano se
puede calcular,

-t -t
We) 0 =]° ., 0 |=e™
para encontrar ¢4 (t) y ¢, (t) recurrimos a la integrales,

— —x2(O)f(t) _ x1 () f (1)
() = fao(t)W(xlsz)(t) dty c;(t) = fao(t)W(xl,xz)(t) dt.

)

Para ¢, (t),

3 —x, () f (1) _ [—te e "tln(t)
0= | e = | e d= - [ o

__1. 1.2
=—>t?In(t) +;t,

Para ¢, (t),
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_ x1(E)F(t) _ rete7lin@®) ,, _
@)=/ oW D (t)dt = — = —dt=tin(t) - t.

Estas funciones no admiten constantes arbitrarias, por tanto, se obtiene la

solucion
x,(t) = et [—%tz In(t) +%t2] +te~t(tin(t) — t) = Gln(t) - z) t2e~t,

entonces la solucién general de la ecuacion diferencial es

x(t) = x:(6) + x, (1)

=ce b+ ctet + Gln(t) - z) t?e t,0<t< +o.m

Ejemplo 36. Dado que x,(t) = t? y x,(t) = t3 forman un espacio de soluciones
de la ecuacién t?x" —4tx' +6x =0 en 0 <t < +oo, determine la solucién
general de la ecuacién diferencial t?x"" — 4tx’ + 6x =t~ 1.
Solucién. Siendo el conjunto fundamental de soluciones {t2,t3} entonces la
solucién complementaria es

x:(t) = ¢ t? + c,t3,
entonces aplicando variacién de parametros la solucién particular completa
queda formulado asf,

X, (1) = 1 (D% + ()13,

conocemos los datos  x,(t) =t%,x,(t) =t3, ag(t) =t%, f@t)=t"1, el
Wronskiano se puede calcular,

W) ® =0 L
X1, X =

vz 2t 3t?
para encontrar cq(t) y ¢, (t) recurrimos a la integrales,

_ —x2(0)f (1) _ x1 () f(E)
) = fao(t)W(xLXz)(f) dty c;(t) = fao(t)W(xl,xz)(t) )

4

’

Para ¢, (t),
( mOf® =ttt
c(t) = fao(t)W(xl,xz)(t)dt_f—tz.t4 dt = —ft 4dt
—lt‘3,
3

para ¢, (t),

_ X1 (Of () ottt 1,
c2(t) = fao(t)W(xl,xz)(t) dt = [ £2t4 dt = 4t .

Por tanto, en (a1) se obtiene la solucion

_ 2L —3] 3(_1 —4):i -1
x,(t) =t [3t +t 2t St
Finalmente, la solucion general de la ecuacién diferencial es

x(8) = xc(t) + xp (1)
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=t 4 cptd+=t7L t £ 0.m
12

Ejemplo 37. Resuelve la ecuacion diferencial x"" —x = tet

condiciones iniciales x(0) = 1,x'(0) = 0.
Solucion. Primero hallamos la solucién de la ecuacidon diferencial homogénea
x""—x =0, el conjunto fundamental de soluciones es {e~¢ e'}, entonces la
solucién complementaria (de la parte homogénea) es,
x.(t) = cie”t + cyet.
En este caso si queremos hallar la solucion particular completa x,(t)

, sujeta a las

podriamos utilizar el método de coeficientes indeterminados, y que la funciéon
f(t) = tet es del tipo CI; pero aplicamos el método de variacién de constantes,
formulamos nuestra solucion por este método,
x, (1) = 1 (e~ + (et
Tenemos x;(t) = e~ %, x,(t) = et, ay = 1, f(t) = tet, el Wronskiano se puede
calcular,

-t t
e e
Wi =%, ¢|=2
e e
para encontrar ¢ (t) y ¢, (t) recurrimos a la integrales,

—x,(DF (D) x1 (OF ()
t) = [ ———————t t) = | ————————t.
a® =) oo Y 2O =] o wta®

Para ¢, (t),
3 —x, () f (1) _[—ettet 1
¢ (t) = fao(t)W(xl,xz)(t) dt = det = —Eftetht
= i(l —t)e*,

Para c,(t),

[ a@F® g pelftel b 102
() =/ ao<t)W(x1.xz)(t>dt_f 7 =3t

Estas funciones no admiten constantes arbitrarias, por tanto, se obtiene la
solucion

x,(t) = et E(l - t)eZt] + et Gtz) = iet(tz —t+1),
entonces la solucién general de la ecuacion diferencial es
x(8) = x.(€) + xp(0)
=ce t + et + %et(t2 —t+1).
Aplicando las condiciones iniciales x(0) = 1,x'(0) = 0 se obtiene

x(t) = %e‘t +get +%et(t2 —t).m
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Ejemplo 38. Resuelve la ecuaciéon diferencial x”" + x = cos?(t), sujeta a las

condiciones iniciales x(0) = 0,x'(0) = 1.
Solucion. Hallamos la solucion de la ecuacién diferencial homogénea x"' + x = 0,
el conjunto fundamental de soluciones es {sen(t),cos(t)}, entonces la solucion
complementaria (de la parte homogénea) es,
xc(t) = cysen(t) + cycos(t),
aplicamos el método de variacion de constantes, formulamos nuestra solucién por
este método,
x, (t) = c1(t)sen(t) + c,(t)cos(b).

Tenemos x; (t) = sen(t), x,(t) = cos(t), ap = 1, f(t) = cos?(t), el Wronskiano

se puede calcular,

_|sen(t) cos(t) | _
W(x1,x2)(t) = cos(t) —sen(t)|

para encontrar ¢, (t) y ¢, (t) recurrimos a la integrales,

—x,(OF (D) 1 (OF ()
t) = [ ———————t t) = | ————————t.
a® =) oo Y 2O =] e wta©

-1,

Para ¢, (t),

¢ (t) =f AQNO) dt f—COS(t)-cosz(t) i

a(OW G, ) —1 =
= sen(t) — §S€Tl3 (©),
Para c,(t),

_ x1(0)f(t) _ (sen(t)cos*(t) 5. 1 3
c(t) = f—ao(t)W(xl,xz)(t) dt = f—_l dt = - cos*(t).

Estas funciones no admiten constantes arbitrarias, por tanto, se obtiene la

solucion

x, (1) = sen(t) [sen(t) - %sen3(t)] + cos(t) G cos3(t)) = %— %cos(Zt),

entonces la solucién general de la ecuacion diferencial es
x(t) = x:(8) + x,(t)
= cySen(t) + cpcos(t) + % - %Cos(Zt).
Aplicando las condiciones iniciales x(0) = 0,x'(0) = 1 se obtiene
x(t) = sen(t) — %cos(t) + % - %cos(Zt).l
Ejemplo 39. Resuelve la ecuacion diferencial x"' + 4x" = cot(2t).
Solucioén. La solucidn de la ecuacién diferencial homogénea x"' + 4x’ = 0 es,
x:(t) = ¢; + ¢, cos(2t) + c3sen(2t).
Por variacién de parametros, como solucion particular asumimos como

238



xp (t) = c1(t) + cz(¢) cos(2t) + c5(t)sen(2t) .

Para encontrar las funciones c¢;(t), c,(t) y c3(t) se tiene los datos f(t) =
cot(2t), ap(t) =1, x(t) =1, x,(t) =cos(2t), x3(t) =sen(2t), también
calculamos el wronskiano,

1  cos(2t) sen(2t)
w(xy,xp,x3)(t) =0 —2sen(2t) 2cos(2t) | = 8(cos?(2t) + sen?(2t)) =8,
0 —4cos(2t) —4sen(2t)

De la misma forma se requiere saber las determinantes para W, W,, Ws;
sabiendo que la determinante W}, tiene (0,0,0, ...,0,1) en la k — ésima columna y
el resto coincide con el determinante del wronskiano,

0  cos(2t) sen(2t)
Wi(t) =[0 —2sen(2t) 2cos(2t) | =2,
1 —4cos(2t) —4sen(2t)

1 0 sen(2t)
Wo(t) =10 0 2cos(2t) | = 2cos(2t),
0 1 -—4sen(2t)

1 cos(2t) 0
W5(t) =0 —2sen(2t) 0= —2sen(2t),
0 —4cos(2t) 1
entonces ya se puede obtener c; (t), c,(t) y c3(t) y estan dados por las integrales
Wi (®)f(t 2cot(2t 1
c1(t) = fo;xi)(t)dt = fcoT()dt = glnlsen(Zt)I ,

_ Wo (£)f () [ —2cot(2t)cos(2t)
@ =] aaW Geriges)® O = / 8 —dt

— —nlese(20) - cot(26)] ~ Lcas(ae)

_ W3 ()f(t) __  —2cot(2t)sen(2t) _ 1
c;(t) = T dt = [ ————dt =— [ cos(2t) dt

=— %sen(Zt)
Por lo tanto, reemplazando los parametros, la solucién particular se escribe
xp(t) = %lnlsen(Zt)I + [—%lnlcsc(Zt) — cot(2t)| —%cos(Zt)] cos(2t)
- % sen?(2t),
y la solucién general es

1
x(t) = ¢; + ¢, cos(2t) + c3sen(2t) + 3 In|sen(2t)| +

+ [—glnlcsc(Zt) - COt(Zt)l] cos(2t) — %. |
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Ejemplo 40. Resuelve la ecuacion t3x"" + 3t%x” = 3tx’ + tin(t).
Solucién. La ecuacién t3x"" + 3t2x"" —3tx’ =0 es de tipo Cauchy-Euler,
entonces haciendo el cambio de variable t = e?, se obtiene la ecuacion diferencial,

EX_ 4T = gez,

donde la solucién de la ecuaciéon homogénea g - 4% esta dado por
x:(2) = ¢1 + 6% + cze7 %2,
Por variacién de parametros, como solucion particular asumimos
xp(2) = ¢1(2) + cz(2)e* + c3(2)e 2.

Para encontrar las funciones ¢;(2), c,(2z) y ¢c3(2) se tiene los datos f(t) = ze?,
ap(z) =1, x(2)=1, x,(2) =e??, x3(t) =e ??, también calculamos el
wronskiano,

1 eZZ e—Zz
0 2e?? —2e7%

0 4e?? 4e?7
De la misma forma se requiere saber las determinantes para W;, W,, Ws;

sabiendo que la determinante W, tiene (0,0,0, ...,0,1) en la k — ésima columna y
el resto coincide con el determinante del wronskiano,

w(xy,x3,x3)(2) = = 16.

0 eZz e—Zz
Wi(z) = [0 222 —2e¢72%2|=—4,
1 4e%2 4e=%

1 0 e 22
Wy(z) =10 0 —2e%2|=2e"%,
0 1 4e 22

1 e%2 0
Ws(z) = [0 222 0| =2e%
0 4e?2 1

entonces ya se puede obtener c; (t), c,(t) y c3(t) y estan dados por las integrales
c(z) = f—Wl(Z)f(Z) dz = f_izjz dz = —%ez(z -1),

aoW (x1,x2,%3)(z)
W, (2)f(2) 2e%2ze%
= ar= [ <5
aoW (xq, x2,%3)(2) 16

_ Ws(z)f(2) _ 2e2%ze” _ 1 3z
c3(2) = f—aow(x1'x2’x3)(z) dz = | —dt=—e (Bz+1).

Por lo tanto, reemplazando los parametros, la solucion particular se escribe

__l z _ _l -Z 2z i 3z -2z
xp(z) = 2€ (z—-1) € (z+ 1e +—e (3z + 1)e™ 4%,

1
dz = —ge‘z(z+ 1)

1
= 582(1 - 3Z)

240



Ecuaciones dilerenciales ordinarias aplicadas |

y la solucién general en z es
x(z) = ¢; + cye?? + cze7 %% + gez(l —3z2).
Por ultimo deshaciendo el cambio t = eZ se obtiene,
x(z) = ¢ + cpt? + 5t + ét(l —3In(t)). m

PROBLEMAS 5.5
1. Resuelve las ecuaciones diferenciales:
d2
a) d—tf + x = sec(t).

R. x(t) = ¢; cos(t) + cysen(t) + (cos(t))In|cos(t)| + tsen(t), t € <_§'§>'
b) x" + x = cos?(t).
R. x(t) = ¢, cos(t) + cysen(t) + % — %cos(Zt).
c) x" =2x"—x+ etarctan(t).
R.x(t) = c,et + cytet + E t?arctan(t) + %arctan(t) - % - %ln(l + tz)] et.
1
1+et’
Rx(t) =ciet+ce 2+ (et +e2)In(1 + eb), t € (—o0, +0).
e) x" + 4x = cos?(2x).

R. x(t) =q Cos(2t) + czsen(Zt) + ésen2 (Zt) + ﬁcos2 (2¢).

d) x"+3x"+2x =

t

w fatX T ne

R. x(t) = c,et + cytet — %etln(l +eb) + tetarctam(t), 0 < t < +oo.
g) x" = —9x + 9sec(3t) tan(3t).

R. x(t) = ¢; sen(3t) + c,cos(3t) + 3tcos(3t) — (sen(3t))ln(cos(3t)).

2
f) d“x de e

h) % + 3% + 2x = sen(eb).
R.x(t) = cie™t + c,e™ %t — e 2tsen(ef), —o0 <t < +0o.
i) (t—Dx" —tx' +x=(—1)%?
R.x(t) = c;t + cyet +§t€2t —e?t,
j) t2x" —tx' + x = 2tin(t).
R.x(t) = ¢yt + cotin(t) + §t1n3(t).

1
" r_
K) x"+3x" = —2x + —.

R.x(t) = c,e™? + c,e™t + e tarctan(et) — ie‘”ln(l + e?t).
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"no_ _ r_ e__t
) x"=-2x X +—.

R.x(t) = (¢; + cyt)e™t + te~tIn(t).

d?x dx ot
m) —5 2 ol 10x = 3e*tan(3t).

R. x(t) = e'[c¢; cos(3t) + cpsen(3t)] — % (etcos(3t))In|sec(3t) + tan(3t)|.
Determine la solucion general de las ecuaciones:
a) x® +x@ —¢2=¢

R.x(t) = ¢; + ¢yt + c3 cos(t) + cysen(t) + %t“ + %t3 —t2
b) x" 4+ 2x" +x =e~tIn(¢), t > 0.

R.x(t) =ce”t + cte ™t + Gln(t) - z) t2e~t.
c) x"+3x"=-x-3x"+et.

R.x(t) = cie™t + cpte™t + c5t3e™t + %t3e‘t.
d) 1-—x"=-2x".

Rx(t) = cie? + cpt +¢c3 —it.

e) x® —16x® = 64cos(4t).

R.x(t) = cit + ¢, + c3 cos(4t) + c,sen(4t) + %tsen(4t).

f) x'" =6x"—11x" + 6x + €.
R.x(t) = ciet + c,e?t + e +%tet.

g) t3x" +5t%x" = =2tx’ + 2x + t*
Rox(t) = cit+ cpt™ 1+ c5t™3 + %x‘*.

h) t3x"" = 4t%x" — 8tx’ + 8x + 4In(t).
R.x(t) = cit + cpt? + c3t* + %ln(t) —g.

i) t3x" +t%x" — 30t = 6tx’ — 6x.
R.x(t) = eyt + ot + ¢t ™2 — 2t — 5tin(t).

j) x"—=x"+2t=0;x(0)=0,x"(0)=1,x"(0) = 2.
R. x(t) = senh(t) + t2.

k) Obtener la solucién general de (sen?(t))x” — (2sen(t)cos(t))x’ +
(cos?(t) + 1)x = sen3(t), sabiendo que x;(t) = sen(t), x,(t) = tsen(t)
son soluciones linealmente independiente de la correspondiente ecuacion
homogénea.
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1) Obtener la solucién general de t2x" =t(t+2)x" — (t+2)x +t3,
sabiendo que x;(t) =t y x,(t) = te! son soluciones linealmente

independientes de la correspondiente ecuacién homogénea.
R.x(t) = cit + cptet —t — t2
1 1
m) Dado que x;(t) = t zcos(t) y x,(t) = t 2sen(t) forman un conjunto de
soluciones de t®x"" + tx' + (tz - %) x =0,en0 < t < oo, halle la solucién
general de t%x" + tx' + (t2 — %)x = t3/2,
R. x(t) = (c; cos(t) + csen(t))t~Y2 + t71/2,
n) t2x" —2tx' —5In(t) =0 donde x,(t) =1, x,(t) =1In(t), x3(t) = ¢t3
forman el conjunto fundamental de soluciones.
R. x(t) =c, + ¢y In(t) + c5t3 —gtin(t) + 14—515.

0) dtZ 2—— 8x = —e t+2e72,x(0) = 1,x'(0) = 0.
Rx(t) =Ze2 +2e™* —2e720 4 2e,
36 9 4 9
p) x*x" —xx" +x"=t"Hn(t); x(1) = 0,x"(1) = ,x"(1) = -1,
R.x(t) = sIn(t) + < n2(t) — 22 In(t) — = + -t

5.10 ECUACION DE CAUCHY EULER

Un caso especial de importancia practica considerable es estudiar la ecuacién de
Cauchy-Euler, para lo cual se puede obtener una expresion explicita de la funcién
complementaria esta ecuacién adoptala forma

dn
— &yt Ztax= f(0), (25)
donde a, ¢ 0,a4, a,, ...+ a, son constantes reales. Esta ecuacidn (25) presenta un

arreglo muy especial, cada término excepto f(t), es multiplo por constante de una

aotn St a "I =+t ay 24

expresion como t"d =, k=1,23,..,n, con razén también se le denomina

ecuacion equidimensional.
Teorema 5.15. Dada la ecuaci()n de Cauchy- Euler

e, =+ Ap— 1t + ap,x = f(t),
la transformacion t = e reduce la ecuacion de Cauchy—Euler a una ecuacion
diferencial lineal con coeficientes constantes.

aot" dtn+a1t" 14 T Ztta, th

Demostracion. La prueba se hace por induccién. Probaremos este teorema
considerando la ecuacién diferencial de segundo orden
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tzd
d

d
=+ altd—’t‘ + axx = f(t) (26)
Haciendo t = e” se tiene z = In(t) para t positivo (si t es negativo se usa la
transformacién t = —e?). Luego usar la regla de cadena para derivadas siguiendo

t

el esquema de dependencia
dx _dx dz _ ldx

dt  dz'dt tdz’

es decir
dx dx

Ahora hallamos la segunda derivada respecto de t, naturalmente siguiendo la
regla de cadena, se obtiene,
d’x _ d[1dx] _14d (dx d dx
@ ailielmia(@) a0 @)
1d (dx dz 1 dx
- tdz(dz)'(z) T t2adz’
1d*x 1dx i(dzx dx)

T t2dz2  t2dz  t2

dz?z dz
es decir

at2 ~ dzz dz’
reemplazando (27) y (28) en (26) se obtiene,

2 2
tZdL—dx dx (28)

X
[——— +a;—+ax = f(e?)

Ldz
lo cual es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coeficientes y se
escribe como,
dx 7
a a —+ a,x = f(e?).
0d2+(1 )dz+2 f(e?)
Seguidamente estudiamos el caso de una ecuacidn diferencial de Cauchy- Euler
de tercer orden,
3 2
3d°x 2d°x dx _
Aot — + a t*—+tat—+azx = f(t 29
0 dx2 1 dt2 2 dt 3 f( )' ( )
considerando los resultados del caso anterior, s6lo seria necesario continuar
hallando la tercera derivada respecto a t, asi

d3x _d [1 (dzx dx)]
dt3  dtltz\dzz dz/l’

_d (1)[d2x dx]+ 1d [dzx dx
dt dz? dz tZ2dtldz? dz

_ —2[d*x dx] 41 [d (dzx) d (dx)]
dz?2 dz t2 Ldt \dz2 dt \dz/1’

=2 [dzx dx] 42 [d3x (dz) d?x (dz)]
t3 ldzz  dz t2 ldz3 " \dt dz2z ' \dt/l’
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[ﬂ_ﬂ] L[&_ﬂ] dz _ 1

dz?2 dz 3ldz3  dzzl’dar ¢t

1 [d3x d?x dx
==|—=-3—=+2=
3[dz3 dzz+ dzl’
es de decir,
3 3 2
3dx_dx_3dx Zd_x 30
dt3  dz3 dz2+ dz’ (30)

ahora reemplazando (27) (28) y (30) en (29) se obtiene,

d3x d?x dx dx
ao(d3 3ﬁ+2 )+a1(dzz—E)+aza+a3x=f(ez),

de esta forma se obtiene una ecuacién diferencial lineal de tercer orden con
coeficientes constantes,
d3x
a5+ (—3ag + al) + (2ay —aq + az) ~+azx = f(e?).
El caso general es posible obtener observando el comportamiento de las
expresiones en los casos anteriores, de la transformacion t = e, deduce entonces,

dx dx
t— llevaa—,
dt

dz
2
x d“x dx
t2—1llevaa (— - —)
t2 dzz dz/’
d3x d%x dx
t —11evaa(——3— 2—).
dat3 dz3 dz? + dz

Entonces, veamos como es la expresion para el término general que se escribe

nd™x s o ak dkx _
como, t™ —— para n entero positivo. Al sustituir A* por v cuando se toma k =
1,2,3 se observa que se va generando los factores: 1; A(4 —1); A(A —1)(1 — 2);
quiere decir que cuando k = 1,2,3,4, ..., n se formara un polinomio de la forma,
AA-1D)A-2)1-3)..[A=(n—-1D)].

Por lo tanto, se debe igualar el término t™ % conforme al polinomio anterior

de grado n; y las sustituciones en la ecuacién diferencial dada.
5

Ejemplo 41. Analice en que se convierte el término t° %

Solucién. En este caso n =5, de manera que corresponde al desarrollo del
polinomio de grado cinco,
AA-1DA-2)A1-3)(A—4) = 2> —102* + 3523 — 5012 + 2441,
entonces ahora se sustituye cada A por
A por — ﬂ
d2
dz2’
d3
dz3’

A2 por —

A3 por —
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d*x

dz*’

dSx

dzs ’

Por lo tanto, al igualar se obtiene la relacion que se debe usar para

A* por —
A5 por—

5 2
5%_“ 1055 +35°2 50‘1—’2‘+24ﬂ.-

Ejemplo 43. Resuelve la ecuacién diferencial t2 — = 2t — + 2x = t2.

Solucién. Es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden del tipo Cauchy-

Euler, entonces hagamos que t = e” con t > 0. En este caso se tiene
dx ,d%x  d?x  dx

t= == ===

dt ~ dz dt2 ~ dz? dz’
sustituyendo en la ecuacioén,

d?x dx) dx
— =) —2=42x = (e?)?
(dz2 dz dz ( ) !
es decir, ahora la ecuacion es de coeficientes constantes,

% - 3 — + 2x = e
ahora se tiene que resolver esta ecuacién considerando que la variable
independiente es z. La funcién complementaria o solucién de la parte homogénea
es

x:(2) = c,e? + c,e??

Buscamos una integral particular aplicando el método de los coeficientes
indeterminados. Se puede observar que el conjunto CI de e?? es el conjunto S; =
{e?%} que contiene a una solucién de la parte homogénea, lo cual significa que este
conjunto S; sera modificado multiplicando a sus elementos por una potencia
minima de z, es decir,

S; = {ze??}.
Se asume una solucién de la forma

x,(z) = Aze?*
derivando dos veces: x',(z) = Ae?? 4+ 2Aze??, x",(z) = 4Ae*’ + 4Aze** y
sustituyendo en la ecuacion diferencial en z,

(4Ae?% + 4Aze??) — 3(Ae?? + 2Aze??) + 2Aze?? = e??,
de donde se obtiene que A = 1, y por lo tanto, la solucién particular se escribe
xp(2z) = ze??; 1a solucién general de la ecuacién en z, es
x(z) = c1e? + cye?? + ze??

Finalmente deshaciendo el cambio t = e se obtiene la solucién de la ecuacion

diferencial en término de t,
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x(t) = c1t + cot? + t?In(t). m
Ejemplo 43. Halle la solucion general de la ecuacion diferencial

3 d X _ 4t2 d X
at? dt?
Solucién. Obviamente es 1a ecuacidn diferencial de Cauchy-Euler; que haciendo

t = e?parat > 0, se obtienen,

t +8t——x = 2In(t).

dx dx d?x d®’x dx d3x  d3x d?x dx
—=—,t2—=———yt3—=——3—+2—,
dt dz dt? dz?2 dz de3 dz3 dz? dz
sustituyendo en la ecuacién,
d3x d?x dx d?x  dx
dx_gdxy 2—)—4(———)+8——x = 2z,
(dz3 dz? dz dz?

es decir, una ecuacion es de coeficientes constantes,
d3x

i 7—+ 14——8x = 2z,
ecuacion de tercer orden que se tiene que resolver considerando que la variable
independiente es z. La funcién complementaria o solucion de la parte homogénea
es

x.(2) = c1e? + c,e%% + cze??

Decidimos encontrar una integral particular aplicando el método de los
coeficientes indeterminados. Del conjunto CI de z es el conjunto S; = {1,z} al no
contener una solucion de la parte homogénea, se asume una soluciéon de la forma

x,(z) = Az + B,
derivando tres veces: x',(z) = A, x",(z) = 0 =x"",(t) y sustituyendo en la
ecuacion diferencial en z,
(14A) — 8(Az + B) = 2z,
como se cumple idénticamente, igualamos los coeficientes y se forma el sistema,
14A—-8B =0, -84 =2
de donde se obtiene que A = — %, B =-— %, y por lo tanto, la solucidén particular se

) 1 7 ., .
escribe Xp (z2)=- 2T la solucién general de la ecuacidén en z, es

1 7
x(2z) = c,e? + c,e?? + cze*? — 22T
Finalmente deshaciendo el cambio t = eZ se obtiene la solucion de la ecuacién

diferencial en término de t,
x(t) = cit + cpt? + c5t* — %ln(t) - 116. [
Ejemplo 44. Resuelve el problema de valor inicial

zdx — 6x = In(t), x(l)—— x'(1) =-=

t
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Solucion. Se trata de la ecuaciéon diferencial de Cauchy-Euler; que haciendo t =

e? parat > 0, se obtienen,
dx _ dx 2d%x _ d*x dx

t=== =—-=

dt dz y dt? dz?2 dz '’

sustituyendo en la ecuacién,

(&—H)—6x=z,

dz?z dz

es decir, una ecuacion es de coeficientes constantes,
d%x dx
— ———6x =z,
dz?2 dz

ecuacion de segundo orden que se tiene que resolver considerando que la variable
independiente es z. La funcién complementaria o solucién de la parte homogénea
es

x.(2) = c1e3% + c,e 722,

Decidimos encontrar una integral particular aplicando el método de los
coeficientes indeterminados. Del conjunto CI de z es el conjunto S; = {1,z} al no
contener una solucion de la parte homogénea, se asume una soluciéon de la forma

x,(z) = Az + B,
derivando dos veces: x',(z) = A, x",(z) =0 y sustituyendo en la ecuacién
diferencial en z,
(—A) —6(Az+ B) = z,
como se cumple idénticamente, igualamos los coeficientes y se forma el sistema,
—A—6B=0,—64=1
de donde se obtiene que A = — %, B = %, y por lo tanto, la solucién particular se
escribe x, (z2) =— %z + %; la solucién general de la ecuacién en z, es
x(z) = ¢;e3% + e %% — %Z + %.
Finalmente deshaciendo el cambio t = eZ se obtiene la solucién de la ecuacién
diferencial en término de ¢,
x(t) = cit3 + ¢t 2 — ﬁln(t) + i.

i . o L 1 1
Por ultimo, aplicamos las condiciones iniciales para encontrar ¢; = 2=

. Por tanto, la solucién al problema de valor inicial es
-ty 1,2 1 L
x@—wt+nt 6m®+%-

2
Ejemplo 45. Resuelve la ecuacién diferencial (t — 1)? % -2(t—-1) % —4x =t.
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Solucion. Se trata de una ecuacion diferencial lineal de segundo orden del tipo
Cauchy-Euler, entonces hagamos primero que t — 1 = v . La ecuacién cambia muy
poco y queda

5 d2%x
dv?
ahora ya se puede hacer v = e” para v > 0. En este caso se tiene
p & y vZﬂzﬂ_E
dv dz dv? dz?z dz’
sustituyendo en la ecuacion,
d?x dx dx
(E_E)_ZE_L}'X = €Z+1,
es decir, la ecuacion es de coeficientes constantes,
2
37’26—3%—4x =e? 41,
ahora se tiene que resolver esta ecuacién considerando que la variable

independiente es z. La funcién complementaria o solucién de la parte homogénea

v —2vﬂ—4x=v+1,
dv

es
x.(2) = c1e*? + c e

Hallamos una integral particular aplicando el método de los coeficientes
indeterminados. Se puede observar que el conjunto CI de e es el conjunto S; =
{e“} yde 1 es S, = {1}, se asume una solucion de la forma

x,(z) = Ae? + B,
derivando dos veces: x',,(z) = Ae?, x",(z) = Ae” y sustituyendo en la ecuacién
diferencial en z,
(Ae?) — 3(Ae?) —4(Ae? + B) =e? +1,
de donde se obtiene que —6A =1y —4B =1, y por lo tanto, la solucién
particular se escribe x,, (2)=- % e? — %; la solucién general de la ecuacién en z, es
1

1
x(2) = c1e*? + c,e™% — —ef—2,

deshaciendo el cambio v = eZ se obtiene la solucion de la ecuacién diferencial en

término de v,

x(v) = vt + vt - %v —%.

Finalmente deshaciendo el cambio t — 1 = v resulta la solucién general
x(®) =ct—D*+c(t—1D71 —%(t -1) - % [

. So . . d? d
Ejemplo 46. Resuelve la ecuacion diferencial t? d—x +t d—f —n?x =t.

t2
Solucidn. Es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden del tipo Cauchy-

Euler, entonces hagamos que t = e# con t > 0. En este caso se tiene
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dx _ dx ,d%x  d?x  dx
t—=— e ,
dt dz dt? dz?2 dz
sustituyendo en la ecuacion,

d?x dx dx
(———)+——n2x=ez,

dz? dz dz
es decir, ahora la ecuacion es de coeficientes constantes,
d%x
— —n?x = €%,
dz

ahora se tiene que resolver esta ecuacion considerando que la variable
independiente es z. La funcién complementaria o solucién de la parte homogénea
es

x:(2) = c1e™ + cye ™2,

Buscamos una integral particular aplicando el método de los coeficientes
indeterminados. Se puede observar que el conjunto CI de e? es el conjunto S; =
{e?}, aqui se presenta dos casos: a) Sin # 1,n # —1, el conjunto S;no contiene a
la solucién de la parte homogénea; b) sin = 1,n = —1, el conjunto S; contiene a
la solucidén de la parte homogénea.

CASO a): Sin # 1,n # —1; la solucién integral presentara la forma de
x,(z) = Ae?,
derivando dos veces: x',(z) = Ae?, x"',(z) = Ae” y sustituyendo en la ecuacién
diferencial en z,
(Ae?) — n?Ae? = e?,

. 1 . : .
de donde se obtiene que A = T2 Y por lo tanto, la solucién particular se escribe

xp(z) = p—y; e?; la solucion general de la ecuacién en z, es
1
— nz —-nz z
x(z) = cie™ +ce™™ + —=e’
pero como t = e?, se obtiene la solucién general,
1
x(z) = cit" + c,t™" t.m
(2) = cit" + et ™"+
CASO b): Sin = 1,n = —1, en este caso el conjunto S; contiene a la solucién de la

parte homogénea, lo cual significa que este conjunto S; serd modificado
multiplicando a sus elementos por una potencia minima de z, es decir,
ST ={ze%}.
Se asume una solucién de la forma
x,(z) = Aze?,
derivando dos veces: x',(z) = Ae” + Aze?, x"p(2z) = 2Ae” + Aze” y
sustituyendo en la ecuacion diferencial en z,
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(24e? + Aze?) —n?Aze? = e?,
de donde se obtiene que 24 = 1, y por lo tanto, la solucién particular se escribe

1 ., .,
xp(2z) = Ezezz; la solucidén general de la ecuacién en z, es
_ 1
x(z) = x(2) = cie™ + ce ™ + Ezez.

Finalmente deshaciendo el cambio t = eZ se obtiene la solucién de la ecuacién
diferencial en término de t,

x(t) = c1t + ot L+ tin(e). m

Ejemplo 47. Resuelve la ecuacién diferencial (t + 2)2 + 3(t+ 2)— —3x =

2t.
Solucidn. Se trata de una ecuacion diferencial lineal de segundo orden del tipo

Cauchy-Euler, entonces hagamos primero que t + 2 = v . La ecuacién queda asi

2"“‘+3 ——3x—2v—

ahora ya se puede hacer v = e? parav > 0. En este caso se tiene
dx _ dx o d?x _ d?x dx

dv  dz y dv2 dz? dz’

sustituyendo en la ecuacidn,
2
(5-2)+3Z —3r=2e" -4,

es decir, la ecuacién es de coeficientes constantes,

Z—Z’z‘+23—’z‘—3x = 2¢% — 4,
ahora se tiene que resolver esta ecuacion considerando que la variable
independiente es z. La funciéon complementaria es

x.(2) = c1e? + c,e 3%

Hallamos una integral particular aplicando el método de los coeficientes
indeterminados. Se puede observar que el conjunto CI de e es el conjunto S; =
{e?} y de 1 es S, = {1}; pero vemos que el conjunto S; contiene a la soluciéon
complementaria, luego al modificar queda S; = {ze?}, entonces se asume una
solucién de la forma

x,(z) = Aze” + B,
derivando dos veces: x',(z) = Ae” + Aze?, x"p(2z) = 2Ae” + Aze” y
sustituyendo en la ecuacion diferencial en z,
(2Ae% + Aze?) + 2(Ae” + Aze?) — 3(Aze? + B) = 2e% —
de donde se obtiene que 44 =2 y —3B = —4, y por lo tanto, la solucién

. . 1 4 ., .,
particular se escribe x,, (2) = Ezez + 7 la solucidn general de la ecuacién en z, es
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— 1 4
x(z) = cie? + c,e™ 3 +sze? +,

deshaciendo el cambio v = eZ se obtiene la solucién de la ecuacidén diferencial en
término de v,

x(v) = v+ 3+ %vln(v) + %.
Finalmente deshaciendo el cambio t + 2 = v resulta la solucién general
x() =t +2)+c(t+2)73 + %(t +2)In|t + 2| +§ n

2
Ejemplo 48. Resuelve la ecuacién diferencial t? % + t% + x = sec(In(t)).

Solucién. Es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden del tipo Cauchy-

Euler, entonces hagamos que t = e” con t > 0. En este caso se tiene
tﬂzg 2d2x:d2x dx

i Yt e T w
sustituyendo en la ecuacioén,

d%x dx) dx z
— - = —+ x = sec(In(e
(G~ &) + 5+ x =seclin(e,
es decir, ahora la ecuacion es de coeficientes constantes,
d%x
S Tx= sec(2),

ahora se tiene que resolver esta ecuacion considerando que la variable
independiente es z. La solucién de la parte homogénea es
x.(z) = c1senz + c,cosz.

Buscamos una integral particular aplicando el método de variacion de

parametros, se asume como solucién particular
xp(z) = v1(2)senz + v,(z)cosz,

ya se tiene resultados para encontrar las funciones v;(z) y v,(z) que son la
aplicacion de las integrales

v,(z) = IMdZ — f—cosz.secz dz

ao(2)w(x1,x2)(2) -1
=[dz=z
es decir v, (z) = z.
Es conocidos los datos: f(z) = secz, x,(2) = senz, x,(z) = cosz, ay(z) =1,
y el wronskiano se calcula por la determinante,

senz co0SzZ
Wy, 202)(2) = |

= -1
cosz —senz|

Similarmente,
x1(2)f(2) senz.secz
v,(2) = [—22 _dz = [———"dz

ag(2)w(x1,x2)(2) -1

= [ ==dz = In|cosz|,
coSsz
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es decir,

v,(z) = In|cosz|,
reemplazando v, (z), v, (2) en (1) se tiene la solucién particular y queda asi,
xp(z) = zsenz + (In|cosz|)cosz.
Por consiguiente, la solucién general de la ecuacién en z, es
x(z) = cy;senz + cycosz + zsenz + (In|cosz|)cosz.
Finalmente deshaciendo el cambio t = eZ se obtiene la solucién de la ecuacién
diferencial en término de ¢,
x(t) = cysen(In(t) + cycos(Int) + In(t)sen(Int) + (In|cos(Int)|)cos(Int),
es decir,
x(t) = (c; + In(t))sen(Int) + (c, + In|cos(Int)|)cos(Int). m

PROBLEMAS 5.6

Resuelve las ecuaciones diferenciales:
a) t?x" —4tx' +6x=t"1

R.x(t) = ¢t + c,t3 + %t‘l.
b) x2y" —xy' + 2y = xIn(x).

3 " 2 " —
) L+6)x"+@A+t)x"+1+t)x' = 8x+(1+t)2

R.x(t) = ¢;(1 + t)? + cycos(In(1 + £)2) + cysen(In(1 + t)3) — !

15(1+t) 32(1+t)2"

d) tzx” — tx +x = tln3(t)
e) t3x" = t2x" — 2tx’ + 2x + 3.
3
R. x(t) = (o1 + caIn(E))t + 5t + =,

2dfx _  dx
f) t dt2 t + x = 4tin(t).
R.x(t) = clt + c,tin(t) + 2 t(n(8)>.
g) t2x" —6x+ln(t) t>0, x(l)——x(l)——%
R. x(t) = P [T + 3 ll’l(t) + g]
h) t2x" —2x = t2.
R x(t) = cyt? + cpt ™ — =t + 2 t2In(0).
i) t3x"" —t2x" = —2tx" + 2x + ¢3.
R.x(t) = o1t + cotin(t) + cst? + 72,
j) (2t-— 3)2x” —6(2t—3)x'+12x = 0.
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R.x(t) = ¢;(3t — 3)% + ¢, (2t — 3).
k) t?x” —4tx' + 6x = 0;x(2) = 0,x'(2) = 4.
R.x(t) = —2t? + t3.

%k %k %k
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CAPITULO I 6

APLICACIONES DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

6.1 INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales tienen una importancia fundamental en la
Matematica para la ingenieria, la razén es que muchos problemas se expresan a
través de leyes y relaciones fisicas. Precisamente en este capitulo estudiaremos,
como mediante situaciones fisicas se deducen una ecuacién diferencial de
segundo orden; es decir, obtener un modelo matematico para luego buscar una
solucién e interpretacidn.

Isacc Newton, en 1687, en su monumental obra, Principios Matemadticos de la
Filosoffa Natural, estableci6 (entre otros) leyes y principios, los que rigen el
movimiento de los cuerpos sujeto a la acciéon de una fuerza. Estas leyes son: a)
todo cuerpo sobre el que no actiia ninguna fuerza se mueve con velocidad
constante; b) si sobre un cuerpo de masa m actiia una fuerza F, entonces el cuerpo
experimenta una aceleracién a originando la ley F = ma; c) toda fuerza (accién)
se le opone otra fuerza de la misma magnitud y de sentido contrario (reaccion);
es la ley de accién y reaccion.

Estas tres leyes, junto con la ley de gravitaciéon universal, que sefiala que “la
fuerza ejercida por un cuerpo de masa M sobre otro de masa m es directamente
proporcional al producto de ambas masas e inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia”, forma la base de la mecanica; partiendo de ellas se puede deducir
el comportamiento dinamico de los cuerpos bajo la accidon de la fuerza de la
gravedad (Holmann, 1960).

6.2 VIBRACIONES ARMONICAS SIMPLES NO
AMORTIGUADAS

Una masa m esta sujeta a una pared mediante un resorte o muelle. Este muelle
ejerce sobre el objeto una fuerza de recuperacion F,,. Las vibraciones del objeto
se producen a consecuencia de la pérdida del equilibrio del sistema; las fuerzas
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presentes en el sistema tenderan a recuperar el equilibrio. Dependiendo de cuales

sean esas fuerzas se presentan distintos casos. Cuando el peso esta en reposo,
describimos su posiciéon como la posicién de equilibrio.

Supongamos que la superficie es lo suficientemente lisa como para despreciar
la fuerza de rozamiento. La tnica fuerza presente en el sistema es la del muelle
donde k es una constante positiva que depende de la rigidez del muelle. El resorte
no ejerce fuerza cuando el cuerpo se encuentra en posiciéon de equilibrio x = 0;
pero si se desplaza una distancia x, el resorte ejerce una fuerza restauradora —kx,
entonces tendremos F,, = —kx(t) (Goddington, 1973).

Es decir, en este caso, las nicas fuerzas que actdan: a) una fuerza de restitucion,
opuesta a la direccidn del alargamiento y proporcional a su magnitud, y b) el peso
del cuerpo, dado por w = mg. Adoptaremos como convenciéon que todas las
cantidades (desplazamiento, velocidad, aceleracién y fuerza) medidas hacia abajo
desde la posicién de equilibrio se consideran como positivas. Las que se miden
hacia arriba, son negativas.

La Ley Hooke: La fuerza que actda sobre un objeto causada por un
resorte tiene una magnitud proporcional a la elongacién del resorte a

partir de su longitud natural y de sentido opuesto a la elongacion.

:--—-xo -.--1
m pu = o= - -

PP 7S 7P P77 7771 777777
Figura 6.1: Vibraciones armoénicas simple.

En este caso, la segunda ley de Newton sefiala que la fuerza total que actia

sobre un cuerpo es igual al producto de su masa por su aceleracion, es decir
mx'' (t) = F,.

Por otro, el problema de valor inicial que modela las vibraciones del objeto es

la ecuacién
x" () + 2 x(t) = 0, x(0) = x0,x' (0) = vy,

es la ecuacion diferencial del movimiento armoénico simple o movimiento
vibratorio no amortiguado que cumplen dos condiciones iniciales x(0) =
Xo,x'(0) = vy, que representa el desplazamiento y velocidades iniciales
respectivamente. Digamos que, si x5 <0 y vy > 0 entonces el movimiento se
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inicia en un punto que esta |x,| unidades arriba de la posicién de equilibrio y con
una velocidad dirigida hacia abajo. Si x;, > 0 y vy = 0, la masa estd inicialmente
en reposo a x, unidades debajo de la posicidn de equilibrio, figura 6.2.

= o S
&*\ > >
= = | &
= § & |
= = >
Resorte libre cAd® g o
(m]) 2 x>0
Posicion de x
equlibrio o J
mg-ks=0
Cuerpo en
movintiento

Figura 6.2: Sistema masa resorte.

La ecuacion tiene raices imaginarias puras, en consecuencia, la soluciéon general
estd dado por

x(t) = cicos <\/§ t) + cysen (\/% t), (D

siendo c; y ¢, constantes a determinar y que dependen de x, y vy. Haciendow =
k . . s :
~ouna solucion alternativa también se escribe

x(t) = Acos(wt — @),
siendo A = /c? + ¢ es la amplitud de la onda periddica, y ¢ dngulo de fase, tal

C1 C2

y sengp = —2—
/cf+022 /cf+czz

¢, la ecuacion del movimiento arménico simple (1), define una funcién periédica

que cosp = . Independientemente de los valores de ¢; y

. 2 . o .
de periodo T = 7” = Zn\/% y describe un movimiento ideal en el que el cuerpo se

mueve alternadamente hacia arriba y hacia debajo de la posicién de equilibrio,
infinitas veces. El periodo T es el tiempo necesario para que se complete un ciclo

. 1 . . . k
y sureciproco f = —se denomina la frecuencia, y 1a frecuencia angularesw = |—.
T m

Ahora si las condiciones iniciales x(0) = x, y x'(0) = v, , entonces se tiene
€1 = Xo Y Vg = c,w. Es decir, la solucién con estas condiciones iniciales es
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x(t) = xycos <\/§ t) + %sen (\/% t),

también cuando siw = - la ecuacion se escribe

x(t) = xgcos(wt) + %sen(wt),
El desplazamiento maximo del cuerpo, medido desde la posicion de equilibrio,

se llama amplitud, con un poco de paciencia se puede calcular la amplitud 4 =

21,2 2
XogW* +v,
0 0 XoW Vo

, el angulo de fase ¢ es tal que cosp = ——y senp = ———.
,x%wz +vd fxng +v2

7 o v, C:
Una forma mas facil de obtener ¢ es de tang = ﬁ = C—Z
0 1

C]

Figura 6.3: Relacién de las constantes con el dngulo de fase.

Se puede probar que x(t) = Acos(wt — ¢), usando la identidad coseno de la

suma de angulos
Acos(wt — @) = A[cos(wt) cos(¢) + sen(wt)sen(p)]
= Acos(¢) cos(wt) + Asen(¢p)sen(wt)
= ¢q cos(wt) + cysen(wt) = x(t).

Respecto de la solucion alternativa x(t) = Acos(w — @), también se puede
escribir x(t) = Asen(w + ¢,), equivalencia que se obtiene con recordar que las
funciones seno y coseno estan desfasados un angulo de g, es decir sen(0) =

Y . .z
cos (9 _E)' Hacemos otras aclaraciones, la solucién x(t) toma valores en el

intervalo [—A4,A] ya que —1 < senf < 1 con 6 € IR, esto es |sen(6)| < 1, por
tanto
[sen(wt + @)| <1
al ser A > 0 (amplitud),
|Asen(wt + @)| < 4,
entonces |x(t)| < Ay es cierto que —A4 < x(t) < 4, esto quiere decir que A es la
maxima separacion del cuerpo con respecto a la posicién de equilibrio, de modo
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que A es la amplitud (maxima) de oscilaciones. Este desplazamiento maximo
ocurre si |x(t)| = A, es decir

|sen(wt + @)| =1,
sen(wt + @) = +1,
wy + @ =§+nn,connEZ

Por tanto
p= DT 9 ezt >0,
2w w
De esta forma x(t) = Asinespar,x(t) = —A sin es impar. A la diferencia entre

dos tiempos consecutivos donde x(t) = A se le denomina periodo de la funcién
x(t) y al movimiento realizado en dicho intervalo de tiempo se le denomina
oscilacién completa; es decir, el periodo T es el (intervalo de) tiempo que tarda la
masa m en dar una oscilaciéon completa.

Problema. Demuestre que T = 2;” S.
Demostracion. De x(t) = Asen(wt + @) se tiene
x(t+T) = Asen(w(t+T) + @),
= Asen (w (t + 2;”) + (,0),
x(t +T) = Asen[wt + 21 + @] = Asen(wt + @) = x(t).

Portantox(t + T) = x(t)siT = 2;” s.m

La masa m tarda T segundos en dar una oscilacién completa, ;Cuantas veces
oscilara en un segundo? Al niimero f de oscilaciones que da el oscilador armoénico
en la unidad de tiempo se le llama frecuencia del oscilador, y se da por la

proporcién
1 oscilaciones __ f oscilaciones

T segundos 1segundo ’
es decir,

1.
1 oscilaciones Tciclo w
f = =L = P hertz (H),

T segundos N

naturalmente, la frecuencia f del oscilador es diferente a la frecuencia natural w
del sistema. El nimero real ¢ se le denomina dngulo de fase, ya que esta asociado
con el desfasamiento % que existe entre las curvas x(t) = sen(wt) y x(t) =

sen(wt + @).
Ejemplo 1. Considerando una masa 0,5 kg y constante k = 50 N/m, con una
posicidn inicial de x(0) = 0,5 m y velocidad inicial x"(0) = —10 m/s. Tenemos la

ecuacion diferencial del movimiento
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X7 (t) + %x(t) =x"(t) + s—ix(t) =0,

es decir
x”(t) +100x(t) =0,

fk ’50 . s
alserw = — == 10, se tiene la solucién general

x(t) = ¢; cos(wt) + cysen(wt) = ¢4 cos(10t) + c,sen(10t),
que aplicando las condiciones iniciales se obtiene, si x(0) = 0,5 se obtiene ¢; = %
y x'(0) = —10 se obtiene ¢, = —1. Por tanto, la ecuaciéon del movimiento es
x(t) = %cos(lOt) — sen(10t),
o bien, usando la forma alternativa es

x(t) = \/Z—gcos(lot - @),

2 -
donde la amplitud 4 = f(%) +1= ? , siendo tang = xv\(/)v =3 59120 =-2.m
oWo »

Ejemplo 2. Una fuerza de 400 N estira un resorte 2 m. una masa de 50 kg se sujeta
al extremo del resorte y se suelta desde la posicion de equilibrio con una
velocidad dirigida hacia arriba de 10 m/s. Obtener la ecuacién del movimiento.

Solucién. Tenemos los datos: F = 400 N, x = 2m, masa 50 kg, v = 10 m/s, k =
g = % =200, w? = % = % =4, x(0) =2, x(0) = v(0) = —10, entonces la

ecuacion diferencial,

50x”"(t) + 200x(t) = 0,
es decir,
x7(t) +4x(t) =0,

cuya solucidén general es de la forma

x(t) = ¢, cos(wt) + cysen(wt) = ¢4 cos(2t) + c,sen(2t)
aplicando la condiciones iniciales x(0) =2, x'(0) = —10 se obtiene las
constantes ¢c; = 2y ¢, = —5. Por tanto, la ecuacién de movimiento es

x(t) = 2 cos(2t) — 5sen(2t) .m

Ejemplo 3. Resuelve e interpreta el problema de valor inicial x”'(t) + 16x(t) = 0
con x(0) = 10,x°(0) = 0.
Solucién. La ecuacion se interpreta asi: se estira hacia abajo de un cuerpo que
pende de un resorte hasta que esté 10 unidades bajo la posicidon de equilibrio y
luego se le retiene hasta t = 0; se le suelta a continuaciéon de manera que parta de
un estado de reposo.
La solucion de la ecuacidn diferencial es
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x(t) = cycos(4t) + cysen(4t)
y, aplicando las condiciones iniciales x(0) = 10 y x'(0) = 0 se obtienen las
constantes ¢; = 10 y ¢, = 0. Por tanto, la ecuaciéon de movimiento queda

x(t) = 10cos(4t).

SNANVANVAN
SLAVAAVAAVAS

Figura 6.4: Sistema en movimiento.

Esta solucion muestra que una vez que el sistema se pone en movimiento,

permanece en tal estado, con la masa deslizandose alternadamente 10 unidades

. Iy 1l . . s 2 21 T
hacia cada lado de la posicion de equilibrio; el periodo de oscilacién es ~ =3

segundos (figura 6.4). m

Ejemplo 4. Se encontrd experimentalmente que un peso de 4 libras estira un
resorte 6 pulgadas. Si el peso se suelta desde la posicion de equilibrio con una
velocidad dirigida hacia debajo de 4 pulg/s, determine, a) la ecuacién diferencial
y condiciones iniciales que describan el movimiento, b) la ecuacion del
movimiento; c) la posicion, velocidad y aceleracion del peso 2 segundos después;
d) el periodo, la frecuencia y la grafica de la solucidn.

Solucion. En vista de 6 pulgadas equivalen a é ft, segiin la Ley de Hooke se
obtiene 4 = (k) (l), de donde k = 822 Ademas se tienem = 2 = 2 = lslug.
2 ft g 32 8
La ecuacion diferencial que describe el movimiento es
x(t) + 64x(t) =0,
sujeta a las condiciones iniciales x(0) = 0, x"(0) = § [ |

Por otro lado, como la ecuacidn auxiliar tiene raices complejas r = +8i,
entonces la solucién general se escribe
x(t) = ¢4 cos(8t) + c,sen(8t),
la condicién inicial x(0) = 0 no da c; = 0, mientras que x"(0) = 3 implica

1 ./ .
" Por tanto, la ecuacién de movimiento es

ue c, = —
q 253

x(t) = isen(8t). ]
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Para encontrar la posicidn, la velocidad y la aceleracion del peso al cabo

de 2 segundos, evaluamos
x(2) = isen(16 = —0,011996,

1
x'(2) = §cos(16) = —0,31922

x(2) = —gsen(16) =0,76774,
lo cual sefiala que el cuerpo se encuentra a 0,011996 ft arriba de la posicién de
equilibrio moviéndose hacia arriba. m

. 2 T . 4 . .
El periodoes T = 5 =37 la frecuencia es f = —, mientras que la amplitud se
1 . - :
calcula 4 = 7 ft. La solucion sefiala que una vez que el sistema se pone en

movimiento, permanece en tal estado con la masa desplazandose alternadamente

i ft hacia cada lado de la posicién de equilibrio x = 0, figura 6.5.

X

AT

HBY == -

Figura 6.5: Movimiento del sistema.

Ejemplo 5. Un cuerpo que pesa libras, se estira un resorte 6 pulgadas. Dicho
cuerpo se suelta en t = 0 desde un punto que esta 8 pulgadas bajo la Posicién de

equilibrio con una velocidad dirigida hacia arriba deg ft/s. Determine la funcion

que describe el movimiento libre resultante.
Solucién. En este problema estamos usando el sistema de unidades inglesa
gravitatoria, asi que, magnitudes dadas en pulgadas deben expresarse en pie, asi

tenemos: 6 pulgadas = 1% = % = pie. Ademas, debemos convertir las unidades
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de peso en unidades de masa; M = %, asim = 32—2 = % slug. Ademas por la ley de

Hooke se tiene 2 = k(%), decirk =4 lb/ft.
Por tanto, la ecuacion diferencial es
mx”(£) + kx(£) = 0, —x"'(£) + 4x(t) = 0,
es decir
x(t) + 64x(t) =0,
donde el desplazamiento y la velocidad inicial son x(0) = g, x'(0) = —% el signo

negativo sefal que ala masa se da una velocidad inicial con direccién hacia arriba.
La solucién es
x(t) = ¢q cos(wt) + cysen(wt), w? = 64

x(t) = ¢4 cos(8t) + c,sen(8t),
aplicando las condiciones iniciales x(0) = % dac; = 2 y x'(0) = —g dac, = —%.
Por tanto

x(t) = §c05(8t) — %sen(8t).l
Observacion. Es natural que no se realice diferencia entre peso y masa. En un
problema se habla de movimiento de una masa sujeta a un resorte y también del
movimiento de un peso sujeto a un resorte. En cuanto a la representacion de la
solucidn, es bueno usar la representacion alternativa. Cuando c¢; # 0 yc, # 0, la
amplitud real A de las oscilaciones libres no se obtienen en forma inmediata, para
explicar mejor, se puede llevar la soluciéon

x(t) = c¢q cos(wt) + cysen(wt)

ala forma
x(t) = gcos(wt — @)
2 2
donde la amplitud A = (g) + (i) = \/?, el angulo de fase se obtiene de
tan(p) = 2 = — 3 es decir ¢ = arctan(—2).
C1 4 4

Ejemplo 6. Una fuerza de 9 lb estira un resorte 3 pulgadas. Un cuerpo que pesa
24 1b se sujeta al resorte y se suelta desde un punto que esta 3 pulgadas debajo
de la posicién de equilibrio con una velocidad dirigida hacia arriba de 36 pulg/s;
a) Obtener la ecuacién de movimiento; b) ;en qué momento pasa el cuerpo por la
posicion de equilibrio en direcciéon hacia arriba por tercera vez?; c) ;en qué
instantes esta el cuerpo 3 pulgadas debajo de la posicién de equilibrio?
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Solucion. Se observa que se requiere convertir a pie las longitudes expresadas en

pulgadas, mediante la equivalencia 1 ft = 12 pulg, entonces 3 pulg = ift . Por

la Ley de Hooke, se obtiene el valor de constante k = fr_ 910 _ 36 % ,donde k

d  1/4ft
es la constante de proporcionalidad, f,- es la fuerza de restitucién y d la magnitud
de alargamiento. Ademas, m = g = g = % slug donde w peso del cuerpoy g la

gravedad.
La unidad de slug se usa para medir la masa, cuando la fuerza se mide
en libra-fuerza, 1 slug es la unidad de masa en el sistema de unidades
pie - libra - segundo. El slug es la masa que se desplaza a una
aceleracién 1 ft/s? cuando se ejerce una fuerza de una libra sobre ella.

De la ecuaciéon m = F /a, se deduce que, 1 unidad de masa es igual a la
2
unidad de fuerza/unidad de aceleracién, asi 1 = 1 %. Por otro lado,

hoy en dia, la constante aceleracion de una fuerza de gravedad de la
tierra es aproximada a 9.80665 m/s?; pero, también se utiliza otros
valores como 32,16 ft/s2.

La ecuacion de movimiento se escribe
X (t) + - x(t) = x”(£) + 48x(t) = 0,
que satisface las condiciones iniciales, al estirar 3 pulg = % ftsetiene x(0) = %y
al dirigir la velocidad hacia arriba 36 % =3 %, se tiene x"(0) = —3.

La soluci6on general es

x(t) = clcos(4\/§t) + czsen(4\/§t),

L 1 . 1 ,
y al resolver con valores iniciales, de x(0) = S se obtiene ¢; = R4 de x'(0) = -3
V3 .
resultac, = — ~ entonces se tiene

1 V3
x(t) = Zcos(4x/§t) — Tsen(4\/3_t). [
Para escribir esta solucién en la forma alternativa debemos hallar la amplitud

y el dngulo de fase, tenemos
2

2
o= T -
@ = arctan (Z—i) = arctan(—V/3) = —g,
luego
x(t) = Acos(wt — @) = %cos (4\/§t + g) n
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Los instantes en las cuales el cuerpo pasa por la posicidon de equilibrio esta

dado por las soluciones de la ecuacién x(t) = 0, es decir
1 n
S cos (4\/§t + §) =0,

de aqui
43 + g = arcos(0) =227 — g

entonces la sucesion de valores de ¢,

g =3 1,2,3,4

- T ) n= 1ey Iy Ly e

" 243

Asi el tiempo pedido es
25
ts = mn ~ 1,8894 segundos.

Ahora debemos hallar los valores de t para los cuales x(t) = %, esto es
1 T 1
5 €0s (4\/§t +§) =3
es decir cos (4\/§t + g) = % , de donde se aplica el arcocoseno, 4+/3t +§ = g +

2nm, o bien 4v/3t + g = 5?” + 2nm. Por tanto, el cuerpo esta a 3 pulgadas debajo de
la posicion de equilibrio en los instantes,

nrm
ty, = ?ﬁ,n =1,2,34,..

2\V3
ty = (TL + §> ?,Tl =0,1,2,3,4, ...

se puede comprobar que en los tiempos t,, el cuerpo se mueve hacia arriba de la
posicion de equilibrio; mientras que en los tiempos t; lo hace hacia abajo. m
Por otro lado, si queremos hallar donde ocurre maximos y minimos hay que
hacer x’(t) = 0, es decir
—\/§sen(4\/§t) — 3005(4\/§t) =0,
es lo mismo que tan(4\/§t) = —/3, de donde se obtiene

43t =2+ 2nm y 43t ==+ 2nr,

asf en los tiempos t,, = (n + %) % n = 0,1,2,3,4, ... se presentan minimos y es

—0,5, sin embargo en los tiempos t, = (Zk +§)

s

VL k=0,1,234,.. hay un

maximo y es 0,5.
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0,5 |

Figura 6.6: Ecuacién del movimiento.

PROBLEMAS 6.1

1. Una fuerza de 10 N estira un resorte 0,124 m. Luego, al extremo libre de ese

resorte se fija una masa de 5 kg; a) obtener la ecuacidon del movimiento si la
masa se suelta desde un punto que esta a 0,4 m arriba de la posicién de
equilibrio con una velocidad dirigida hacia debajo de 1,2 m/s; b) escribe la
ecuacion del movimiento en su forma alternativa; c) obtener el nimero de
oscilaciones completas durante un intervalo de 8w segundos.

Considere una masa de 10 kg unida a una pared por medio de un resorte de
constante k = 10 N/m. Se alarga el resorte una distancia de 0,02 m y se suelta
a partir del reposo, encontrar la posicion y la velocidad de la masa en el
tiempo, la frecuencia de oscilacién, la amplitud, el angulo de fase, la energia
cinética y potencial en el tiempo t.

R. x(t) = 0,02cos(t); v(t) = —0,02sen(t)m/s; A = 0,02; f = %hertz ;@ =§ rad ;
E. = 0,002sen?(t); E, = 0,0002co0s?(t).

. Al sujetar una masa de 100 kg al extremo de un resorte, éste se estira 0,98 m.
se retira la masa y se reemplaza por una de 40 kg, la cual se suelta desde un
punto que estd 0,6 m debajo de la posicién de equilibrio, con una velocidad
dirigida hacia arriba de 4 m/s; a) obtener la ecuacién del movimiento; b)
exprese la ecuacion de movimiento en su forma alternativa, b) encuentre los
instantes en las cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio; grafique
la ecuacién de movimiento.

Se sujetar un peso de 48 1b a un resorte, y éste se alarga 6 pulgadas y luego
permanece en reposo. El cuerpo se desplaza 3 pulgadas por debajo de la
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posicion de equilibrio y luego se suelta; a) determinar la ecuacion de
movimiento; b) hallar el periodo de movimiento; c) ;Cuantas oscilaciones
completas realiza el cuerpo durante un intervalo de 8w segundos?

Considere una masa de 2 kg que estd unida a una pared por medio de un
resorte de constante k = 200 N/m que se comprime el resorte una distancia
de 0,03 m y se suelta con una velocidad de 0,4 m/s hacia la posicién de
equilibrio. Determine la posicién y la velocidad de la masa en el tiempo,
frecuencia de oscilacion, la amplitud y el angulo de fase.

R.x(t) = —0,03 cos(10t) + 0,04sen(10t); A = 0,05; ¢ = —0,6435rad;T = % s;f =
2 H; v(t) = x'(t) = 0,5c0s(10t — 0,6435).

Determine la posicion para la cual un peso sujeto a un movimiento arménico
simple alcanza velocidad maxima. ;Cuanto tiempo transcurre entre dos
maximos o minimos consecutivos?

Cuando se aplica a un resorte una fuerza de 28,8 N, éste se estira 0,2 m. un
cuerpo de masa 9 kg se une al extremo libre de dicho resorte y es puesto en
movimiento en posicién inicial x(0) = 0,1 m y velocidad inicial v(0) =
—0,04 m/s. hallar la amplitud, la frecuencia natural, frecuencia de oscilacién
y el periodo del movimiento resultante.

R. x(t) = 0,1 cos(4t) — 0,1sen(4t); A=0,1414m; w =4rad/s, T = g s; f=
@ = 2,3562 rad.

Un cuerpo que pesa 20 libras sujeto al extremo de un resorte lo estira 0,32 ft.
El peso se desplaza 6 pulgadas hacia debajo de la posicién de equilibrio y
desde ese lugar se le comunica una velocidad dirigida hacia arriba de 5 ft/s;

H;

ENES]

a) determine la ecuacién de movimiento; b) ;en qué momento pasa el cuerpo
por la posicién de equilibrio en direccion hacia arriba por tercera vez? ;Qué

velocidad lleva?; c) ;en qué instante esta el cuerpo 3 ft debajo de la posicion

de equilibrio?; d) ;en qué instante alcanza el cuerpo sus desplazamientos
extremos hacia uno u otro lado de la posicién de equilibrio?

Un resorte cuelga verticalmente de un techo, el resorte se elonga un
centimetro cuando se pone masa de 1,5 kg y luego el sistema queda en
equilibrio. Después se elonga el resorte una cantidad adicional de 1,5 cm y se
suelta a partir del reposo. obtener la constante del resorte, la posicién y la
velocidad de la masa en el tiempo t > 0; halle la frecuencia y la amplitud del
movimiento.
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R.x(t) = 0,015c0s(31,305¢t); v(t) = —0,4695sen(31,305¢t) m/s; w = 31,305 rad/s;
T = 0,2007 s; f = 4,9823 oscilaciones por segundo; A = 0,015 m.
10.Un peso de 25 b estira un resorte 6 pulgadas. El resorte esta suspendido de

un techo y se encuentra en reposo. Posteriormente el peso se desplaza 4
pulgadas por debajo de la posicion de equilibrio y se suelta con una velocidad
de 2 ft/s, dirigida hacia arriba, a) escribir la ecuacién de movimiento; b)
obtener la ecuacion de movimiento en su forma alternativa; c) ;en qué

momento el peso se encuentra ) ft debajo de la posicion de equilibrio?

6.3 VIBRACIONES ARMONICAS AMORTIGUADAS

Vamos a considerar ahora el efecto de la resistencia del medio sobre la
masa. El problema consiste en considerar el efecto de una fuerza de
rozamiento. En el caso del sistema anterior consideremos que se agrega un
sistema mecanico (amortiguador) que tiene el efecto de reducir la
velocidad cuando el sistema se encuentra vibrando. El amortiguador ejerce
una fuerza dependiendo de la velocidad de la masa, supongamos que sobre
el cuerpo actiia una fuerza amortiguadora, dada por un multiplo constante

de la velocidad ﬂ.
dt

Por simplicidad supongamos que esta fuerza en magnitud es
proporcional a la rapidez. Supondremos que esta fuerza se opone al
movimiento y es de magnitud proporcional a la velocidad, entonces la
fuerza que ejerce el amortiguador parac > 0 es

Fy = —cx'(t)

i iy et 1m0 g

Figura 6.7: Sistema con fuerza de amortiguacion.

Observando que el signo negativo indica que la fuerza de amortiguacion
va en sentido contrario a la del cuerpo. La fuerza total ejercida por la masa
es F, + F,.Delasegunda ley de Newton, en ausencia de fuerzas externas se
tiene que
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mx" (t) = —cx'(t) — kx(t),

es decir
" < k _
x"'(t) +—x (t) +mx(t) = 0.
donde c es una constante de amortiguacién. La misma ecuacién diferencial

modela el sistema masa-resorte cuando es colocado verticalmente.
La ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial es

r2+fry Lo,
m m

donde las dos raices son

_ —c+VcZi-amk _ —c—Vc?-amk
"= 2m yr = 2m
El signo del radicando c¢? — 4mk determina el tipo de movimiento del
sistema:

a) CASO L. Movimiento Sobre-Amortiguado. Si c? — 4mk > 0, las raices de la
ecuacion auxiliar son reales y distintas. En este caso la solucién general es
x(t) = (cre™t + ce™?),
que representa un movimiento suave y no oscilatorio. Las dos funciones
exponenciales son decrecientes y el sistema tiende rapidamente a su
posicion de equilibrio. Se comprueba que tlgg x(t) = 0. Usando la condicion

inicial se tiene,

x(t) = rlji)rz (rlerlt _ Tzerzt)}

Algunas graficas posibles de este caso se muestran en la figura 6.8.

x(1) x(t)

.t \_/t

Figura 6.8: Movimiento sobreamortiguado.
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b) CASO II. Movimiento Criticamente amortiguado. Si c = V4mk , en este
caso la ecuacion auxiliar presenta raices de multiplicidad dos, es decir
repetida, entonces la solucién general es

x(t) = (¢ + cpt)et = (¢ + czt)eﬁczt.
La funcién posicion contiene un término exponencial decreciente
multiplicado por una funcién lineal en el tiempo. Se espera que la posicién
decrezca hacia la posicion de equilibrio sin vibrar, la manera como lo haga
dependera de las condiciones iniciales. Se comprueba que tl_i)rpoox(t) =0;

como en el caso anterior hay convergencia a cero, pero ahora puede
ligeramente mas lenta. En esta situacion, una pequena disminucién de la
fuerza de amortiguamiento produciria un movimiento oscilatorio. Aplicando
las condiciones iniciales se tiene
x(t) = x, (1 + it) e%t.
2m
El grafico de esta funcion es similar al de la funciéon que obtuvimos en el caso
anterior. En los ultimos casos la masa vuelve a su estado de reposo sin oscilar.

x(i

,

N

Figura 6.9: Movimiento criticamente amortiguado.

En los casos I y 11, aplicando derivadas permite analizar que estas funciones
pueden tener a lo mas un maximo relativo o un minimo relativo para t > 0, por
lo que el cuerpo puede pasar alo mas una vez por la posicion de equilibrio.

c) CASO III: Movimiento subamortiguado. Si c? — 4mk < 0, en este caso las
raices de la ecuacion auxiliar son nimeros complejos r = —p £+ w4, en
general las soluciones son

_ ot
x(t) = ezm [clcos( v -

vVamk—c? vVamk—c?
—t |+ cysen|———t )|,
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__ Vamk—c?

2m

pero haciendo p = i , Wy = \/w¢ — p? la solucién para facilidad

de andlisis se escribe
x(t) = cie Ptcos(wyt) + ce Plsen(w;t).

21 . . g f .
El valor . es conocido como seudoperiodo. Para unas condiciones iniciales
1

dadas por x(0) = x, y x'(0) = v, se tiene xy = ¢; + ¢, y vy = c;W; — pCy, lo que
permite hallar los valores de ¢, y ¢,.

Ahora, el movimiento es oscilatorio, pero la amplitud de las oscilaciones tiende
a cero cuando t tiende a infinito. Por otro lado, también las soluciones se pueden
expresar en forma compacta, conforme al siguiente teorema.
Teorema 6.1. Cualquier funciéon de la forma x(t) = c;e Ptcos(wyt) +
cye Ptsen(w;t) con ¢y # 0y c, # 0, puede escribirse como

x(t) = Ae Ptcos(wyit — @),

donde A = /c? + cZ y el angulo de fase ¢ es tal que sen(p) = %2 y cos(p) = %1,
ademas tan(g) =z—2. Dada la soluciéon expresada en la forma alternativa, el
1

coeficiente Ae P! se denomina la amplitud amortiguada de las soluciones,

2 es el cuasiperiodo y expresién Vamk —c? es la cuasifrecuencia. El
Vamk—c2 P y p 2m )

cuasiperiodo es el intervalo de tiempo transcurrido entre dos maximos sucesivos
de x(t), también es igual al doble de tiempo entre dos ceros sucesivos de la
solucion.

El sistema oscilarad alrededor de la posiciéon de equilibrio. Como el factor
exponencial es decreciente, se espera que la amplitud de vibracién sea cada vez
mas pequeila.

x(t)

A

Figura 6.10: Vibraciones subamortiguada
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Para representar graficamente la solucion x(t), hay que tomar en cuenta las
siguientes observaciones; en primer lugar, la intersecciones con el eje t se
obtienen resolviendo la ecuacién x(t) = 0, decir

cos(wit—¢@) =0,

N —c2

de donde al ser w; = 4";—;6,

Vamk—c? _ T

Tt—(p = (2n+1);,

_ @n+1)m+2¢ _

th=—F———,n= 0,1,2,34, ...
m
Por otra parte, la grafica de x(t) es tangente a las curvas exponenciales

x,(t) = Ae Pty x,(t) = —Ae Pt enlos valores de t, tales que

Ae Ptcos(wit — @) = Ae P,
y
Ae Ptcos(wit — @) = —Ae Pt
es decir
cos(wit — ) = +1
resolviendo la ecuaciéon encontramos las soluciones que la sucesion

t, =2 nelNn,

w1

Vamk—c?
dondew; = ——— m
2m

Ejemplo 7. Se encontr6é experimentalmente que un cuerpo de 4lb estira un
resorte 6 pulgadas. El medio ofrece resistencia al movimiento del cuerpo
numéricamente igual a 2,5 veces la velocidad instantdnea. Encuentre la ecuacion
del movimiento si el peso se desplaza 4 pulgadas por debajo de la posicién de
equilibrio y se suelta.

Solucién. Tenemos que m = 2 - lslug, k=——= 8E .la ecuacién diferencial
32 8 1/2 ft It
del movimiento es
—x(t) = —8x(t) = 2,5¢(t),
es decir
x”(t) + 20x°(t) + 64x(t) = 0.
Esta ecuacion diferencial cumple las condiciones inciales al ser 4pulgadas éft,
x(0) = éy x’(0) = 0. Por otro lado la ecuacién caracteristicar? + 20r + 64 =0y

tiene dos raices reales distintos r; = —4 y r, = —16, asi la solucién general es
x(t) = cie ™t + c e~ 10,
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Sin embargo, las condicién x(0) = § dac; +c¢c, = iy x’(0) = Onosllevaac, +

: : 4 1 .
4c, = 0, que resolviendo el sistema genera ¢; = Sy =—73- Por tanto, se tiene
4

x(t) = 56_4t - %e‘“t. [

Segin lo analizado corresponde al caso I, se observa que no ocurren
oscilaciones ya que el peso tiene suficiente amortiguamiento que regresa
paulatinamente a la posicién de equilibrio sin para por esta; es decir se trata de
un movimiento sobreamortiguado; y claro es asintoético th_)rg) x(t) =0, la curva

tiene una inflexibn en t = iln(4), figura 6.11.

x(2)

L
3

0

Figura 6.11: Solucién con movimiento sobreamortiguado.

Ejemplo 8. Se encontrd experimentalmente que un cuerpo de 4lb estira un
resorte 6 pulgadas. El medio ofrece resistencia al movimiento del cuerpo
numéricamente igual a 2 veces la velocidad instantanea. Encuentre la ecuacién del
movimiento si el peso se desplaza 4 pulgadas por debajo de la posicién de
equilibrio y se suelta.

Solucion. Tiene datos similares al ejemplo 7, como m = 2= lslug, k=—22_

32 8 1/2 ft
8 ]lc—l;. la ecuacidn diferencial del movimiento es
—x"(t) = =8x(t) - 2x'(1),

es decir
x7(t) + 16x°(t) + 64x(t) = 0.
En este caso la ecuacién diferencial cumple las condiciones iniciales al ser 4

pulgadas gft, x(0) = iy x'(0) = 0. Por otro lado la ecuacién caracteristica r? +

16r + 64 = 0 y tiene dos raices reales distintos r; = —8 = r;,, asi la solucion
general es

2713



x(t) = c,e™8 + ¢, te 8,

Sin embargo, las condicion x(0) = ;da c = éy x’(0) = Onosllevaa8¢c; + ¢, =
0, que resolviendo ¢, = g . Por tanto, se tiene
x(t) = %e‘St + gte_St. n
Vemos que corresponde al caso II, pero tiene mucha similaridad con el ejemplo

anterior y las graficas son parecido, s6lo que tiene mas caida, aunque ahora es un
movimiento criticamente amortiguado; y claro es asintético tlim x(t) = 0,lacurva
—00

tiene una inflexion en t = 7 en la figura 6.12 las lineas discontinuas corresponde

al ejemplo anterior.

x(2)

ol
3

0

Figura 6.12: Solucién con movimiento critcamente amortiguado.

Ejemplo 9. Se encontr6 experimentalmente que un cuerpo de 4lb estira un
resorte 6 pulgadas. El medio ofrece resistencia al movimiento del cuerpo
numéricamente igual a 2 veces la velocidad instantanea. Encuentre la ecuacién del

movimiento six(0) = 0y x’(0) = % .
4 b

Solucion. Tiene datos similares al ejemplo 8, como m = 2= lslug, k=——=
32 8 1/2 ft

8 ]lc—l;. la ecuacion diferencial del movimiento es
—x"(t) = —8x(t) — 2x'(1),
Es decir

x7(t) + 16x°(t) + 64x(t) = 0.

En este problema lo que han sufrido modificaciones son las condiciones
iniciales, el tipo de movimiento se conserva, pero algunas caracteristicas si

pueden cambiar, x(0) =0y x’(0) = § Por otro lado la ecuacién caracteristica
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r? + 167 + 64 = 0 y tiene dos raices reales distintos r; = —8 = 1,, as{ la solucién
general es

x(t) = c,e™8 + ¢, te 8,
Sin embargo, las condicién x(0) = 0dac; =0y x'(0) = %nos llevaac, = % Por
tanto, se tiene
x(t) = gte‘f‘t. [
Vemos que sigue el al caso I, es un movimiento criticamente amortiguado; y es
asintético tllrgx( t) =0, al hacer x’(t) =0 se observa que x(t) alcanza un

desplazamiento maximo en t = %segundos y este maximo es x (g) = 0,01533 ft,

la curva tiene una inflexiéon en t = 2 en la figura 6.12 las lineas discontinuas

corresponde al ejemplo anterior.
x(t)

06,1533

0 1/8 1/4 P

Figura 6.13: Solucién con movimiento critcamente amortiguado.

Ejemplo 10. Se encontré experimentalmente que un cuerpo de 4lb estira un
resorte 6 pulgadas. El medio ofrece resistencia al movimiento del cuerpo
numéricamente igual a 1 vez la velocidad instantanea. Encuentre la ecuacién del
movimiento si el peso se desplaza 4 pulgadas por debajo de la posicién de
equilibrio y se suelta.
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=z 4 1 4 b
Solucion. Tenemos que m = == gslug, k= e 8— la ecuacién diferencial

del movimiento es
—x(t) = —8x(t) = x'(8),
es decir
x(t) + 8x'(t) + 64x(t) = 0.
Esta ecuacion diferencial cumple las condiciones iniciales al ser 4pulgadas % ft,

x(0) = %y x’(0) = 0. Por otro lado la ecuacién caracteristicar? + 8r + 64 =0y
tiene dos raices complejas r; = —4 + 4V/3i y r, = —4 — 4/3i, asi la solucién
general es
x(t) = e (cycos(4V3t) + cysen(44/3t)) .
Sin embargo, las condicion x(0) = % dac = § y x(0) =0nos llevaac, = ? .

Por tanto, se tiene

x(t) = %e‘4t(3cos(4\/§t) +V3sen(4V3t)). m

2

: _ [\, (3 V3/9 _ 1
Al tener la amplitud 4 = (3) + ( 5 ) \/_ la amplitud tan(¢) = 3 =
de donde ¢ = %, escribimos la solucion alternativa
x(t) = gx/ge““cos (4\/§t - g)

Por otro lado, las soluciones de la ecuacion x(0) = 0 estan dadas por

T (@2n-1rn

43t — = = (—),n =1,234, ...

6 2

es decir, el cuerpo pasa por la posicidn de equilibrio en los momentos
£ = 3n-1 IN.
n = oy e

Finalmente, la grafica de x(t) es tangente a las curvas exponenciales x;(t) =

2v3 _ Z\F _
Te 4tyx2(t)_ 4t

——e~*, esto es en los valores de t que cumplen

Z 4t _T) _ 23 -4t
9\/§e cos(4x/§t 6)— e

9

y
2 [Ze—4t A N e
9\/§e cos (4\/§t 6) = 5 e ,
es decir
n —
cos (4\/§t — E) = +1,
de donde
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Por tanto, t;, =

43t — g =km, k=0,1234, ..,

6k+1

mﬂ.’,k =01234,..m

0,4

Figura 6.14: Solucién con movimiento subamortiguado.

PROBLEMAS 6.2

Un peso de 2 Ib esta sujeto a un resorte el cual tiene una constante de
elasticidad de 4 1b/ft. El peso se suelta desde un punto que se encuentra 6
pulgadas debajo de la posicidn con una velocidad dirigida hacia debajo de 2
ft/s, en un medio que presenta una resistencia al movimiento igual a la
velocidad instantdnea. Determine: a) La ecuacién del movimiento; b) los
instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posiciéon de equilibrio; c) el
desplazamiento extremo del peso; d) la grafica de ecuaciéon de movimiento.
Después de que un cuerpo que pesa 10 Ib se sujeta a un resorte de 5 ft de largo,
el resorte mide 7 ft. Se quita el cuerpo de 10 1b y se le reemplaza por uno de 8
1b. El sistema completo se coloca en un medio que ofrece una resistencia igual
ala velocidad instantanea. a) encontrar la ecuaciéon del movimiento si el peso
se suelta desde un punto que se encuentra % ft debajo de la posicion de
equilibrio con una velocidad dirigida hacia abajo de 1 ft/s; b) obtener los
instantes en los cuales el cuerpo pasa por la posicién de equilibrio en direccion
hacia abajo; c) graficar la ecuacién del movimiento.
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_ (4n-1)
16

R.a) x(t) = %e‘“(cos(4t) + sen(4t) b) t, m,n € IN.

1 . : .
Una masa de > slug estira un resorte 4 ft y el medio que rodea al sistema masa

. . o - . 9
resorte ofrece una resistencia al movimiento numéricamente 1gua1 a E veces la

velocidad instantanea. el peso se suelta 6 pulgadas debajo de la posicion de
equilibrio con una velocidad dirigida hacia arriba de v, ft/s. ;Co6mo debe ser
v, para que la masa pase por la posicidn de equilibrio?

Un peso de 8 1b estira un resorte 2 ft y el sistema se encuentra en un medio
que ofrece una resistencia numéricamente igual a § veces la velocidad
instantanea, siendo § una constante positiva. (a) determinar el valor de § para
que el movimiento sea sobreamortiguado; (b) obtener el valor de § para que
el movimiento sea criticamente amortiguado; (c) calcular el valor de § para
que el movimiento sea subamortiguado.

Un peso de 16 Ib estira un resorte de 4 ft, el sistema completo se sumerge en
un medio viscoso que opone una fuerza de amortiguacién numéricamente
igual a tres veces la velocidad instantdnea. (a) determinar la ecuacion del
movimiento si el peso se suelta desde un punto que estd 1 ft arriba de la
posicion de equilibrio con una velocidad dirigida hacia debajo de 7 ft/s; (b)
obtener el instante en que cruza por la posicién de equilibrio, (c) Graficar la
ecuacién de movimiento.

6.4 MOVIMIENTO VIBRATORIO FORZADO

Este es un problema un poco mas completo, los casos anteriores eran problemas

de resorte donde sélo habia las fuerzas restauradoras y amortiguadora. Entonces

veremos casos donde actian otras fuerzas externas que cambian con el tiempo;

esa tal fuerza puede ocurrir, digamos cuando el soporte que sostiene el resorte se

mueve verticalmente de cierta manera fijada, parecido a un movimiento periédico
o cuando al peso se le da un pequefio empuje cada vez que alcanza la posicion mas
baja.

Ademas de las fuerzas de recuperacion y de rozamiento sobre el sistema puede

intervenir una fuerza externa dada por F, = f(t), entonces se tiene

mx"'(t) =F, +F, + F,

es decir, de la segunda Ley de Newton

mx'"' (t) = —kx — cx’(t) + f(t)
mx" (t) + cx'(t) + kx(t) = f(t),
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f(t)

x”(t) += —X ")+ = x(t)
haciendo 21 = =, w yF(t) = f( ) ,la ecuacidn diferencial se escribe

m
x”(t) + 2Ax’ (t) + w?x(t) = F(t),
pararesolver esta ecuacion diferencial en la parte no homogénea se usa el método
coeficientes indeterminados. Un caso importante es cuando f(t) es una funcién
periddica de la forma f (t) = Fycos(wt), asi debemos resolver la ecuacion
mx”’(t) + cx’(t) + kx(t) = Fycos(wt),

buscamos una solucién particular de la forma x,,(t) = Asen(wt) + Bsen(wt) por
coeficientes indeterminados se encuentra Ay B,

A= wcF, _ (k—w?m)F,
(k-w2m)2+w2c2’ (k-w2m)2+w2c?’
luego
— Fo 2
xp(t) = k= wZm)Z + wic? [wesen(wt) + (k — w*m)cos(wt)]
que también puede escribirse (siendo la raiz r = —a =+ bi)

Fo
X, (t) =
p() Jk—w2m)Z+w2c2

de este modo la solucion general es
x(t) = e *[c; cos(bt) + c,sen(bt)] +

cos(wt — @),

Fo

V (k—w?m)2+w2c?

cos(wt — ).

Se puede observar que cuando t es grande
lim e~% [c; cos(bt) + cysen(bt)] = 0,

t—+oo
por eso el primer término de x(t) se denomina término transitorio. Asi, para t

grande la solucién general tiende al segundo sumando que se denomina término

estacionario.
Teorema 6.2. La forma normal de la ecuacion
. c . k _
x7(t) + —X )+ ;x(t) =0, (10)
esta dado por la ecuacion
z7(t) + wéz(t) = 0. (11D

Demostracion. Suponiendo x(t) = z(t)v(t) derivando y reemplazando en la
ecuacién (10) se obtiene

(zv’'+zv+2zv) + %(zv' +zv)+ %ZV =0,
de donde
vz + (Zv' + 2) z'+ (v" +Sv 4+ Ev)z =0,
m m m
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ahora es conveniente seleccionar v de tal modo que el coeficiente de z” sea cero.

Es decir
20+ <v=0 ,
m

c
.z ——t . .7
al ser separable la solucién es v(t) = e zm’, v # 0; en consecuencia la ecuaciéon

sereduce a
¢ 2

2700 + [% - () ]z(t) — 0,

2
k c\? . .

denotando por wy = —= (ﬁ) , finalmente se obtiene
') +wiz(t)=0.m

2
.z k c . .
Observacion. La constante wy = i (ﬁ) se denomina frecuencia natural.

Ejemplo 11. Un resorte vertical con constantes de 6 Ib/ft tiene suspendida una
masa de 0,5 slug. Se aplica una fuerza externa dada por f(t) = 40 sen(2t), t = 0.
Supongamos que actiia una fuerza amortiguadora numéricamente igual dos veces
lavelocidad instantanea y que inicialmente el cuerpo esta en reposo en su posicion
de equilibrio. Obtener la posicién del cuerpo en cualquier tiempo t.

Solucion. Con los datos de k = 6;—1; ,m= %slug, c=2y f(t) =40sen(2t), la

ecuacion diferencial de movimiento resultante es
%x”(t) + 2x'(t) + 6x(t) = 40sen(2t),
es decir, la ecuacién diferencial
x"(t) +4x'(t) + 12x(t) = 80sen(2t),
donde la soluciéon complementaria de x"' (t) + 4x'(t) + 12x(t) es
xp (t) = €72 (c cos(2V2t) + cysen(2V2t)).
Planteamos la solucién particular x,(t) = Acos(2t) + Bsen(2t) que aplicando el
método de coeficientes indeterminados se obtiene A = —5 y B = 5, entonces
x,(t) = —5cos(2t) + 5sen(2t),
de manera que la solucién se escribe
x(t) = e (cycos(2V2t) + cysen(2v2t)) — Scos(2t) + Ssen(2t).
utilizando las condiciones iniciales x(0) = 0dac; =5y x’(0) = 0 resulta c; = 0.
Por tan, la solucion al problema de valor inicial
x(t) = 5e~%tcos(2V2t) — 5cos(2t) + 5sen(2t).
Se puede observar siendo la solucién complementaria x;, (t) = 5e ~2tcos(2V2t)
resulta que tl—i)I-Eloo xp(t) = 0, esto confirma que x;(t) es un término transitorio o
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una solucidn transitoria, es decir cuando t es bastante grande tligrn x(t) = xp,(t);
—+00

entonces x, (t) pasa a ser la solucion estacionaria o de estado permanente, en la
figura 6.15 se observa la linea interrumpida es la solucion estacionaria y la linea
continua es la solucién completa. Con esta experiencia si ponemos en el problema
como fuerza F(t) = Fysen(wt) o F(t) = Fycos(wt), siendo F, y w son
constantes, entonces la solucién general x(t) consistird en la suma de términos
transitorio mas término estacionario.

¥t

Figura 6.15: Ecuacién de movimiento.

6.5 FENOMENO DE RESONANCIA

Cuando la frecuencia de una fuerza externa periédica aplicada a un sistema
mecanico esta relacionada de una manera sencilla con la frecuencia natural del
sistema, puede ocurrir el fendémeno de resonancia mecanica, la cual eleva las
oscilaciones tales que el sistema puede desplomarse o colapsarse. Por ejemplo, un
grupo de soldados marchando en fila través de un puente puede de esta forma
hacer que el puente colapse; otro ejemplo, puede ser posible que una nota musical
de una frecuencia caracteristica propia estalle un cristal.

En lavida cotidiana, debido a los grandes dafios que puede ocurrir, la resonancia
mecdanica es en general algo que necesita ser evitado, sobre todo al disefiar
estructuras o mecanismos vibrantes. Nos centramos ahora en el caso en que hay
una fuerza externa f(t) que incluye en el movimiento de la masa, principalmente
cuando dicha fuerza viene dada por una funcién arménica simple f(t) =
Fycos(wt).
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Dada la ecuacion diferencial
mx”’(t) + cx’(t) + kx(t) = Fycos(wt),

cuya solucidn es

x(t) = e~ (cq cos(bt) + c,sen(bt)) + fo ~cos(wt — @),

(k-w2m)2+w2m?
denotando por G(w) = (k — w?m)? + w?m?, entonces es claro que la amplitud
del término estacionario de x(t) sera maximo en el punto donde la funcién G(w)
alcance su minimo. Hallamos el minimo de G(w), esto es
G'(w) =2k — w?m)(—wm) + 2wc?
= w(@m?w? —4mk + 2¢?) = 0,

Kk c? ; Lo .
w=0, w*=—=——;asi u xi itud ocu
de donde 0, w? — — 72 asi obtenemos que la maxima amplitud ocurre
cuando
2 2
2 __ k c 2 2 _ k c
We=———=xwy, W)y =———
m  2m? 0770 T am?

Al fenémeno en el cual la frecuencia de la fuerza externa se aproxima a la
frecuencia natural del sistema se denomina resonancia, en este estado la amplitud
de la oscilacion es maxima; es decir cuando el coeficiente ¢ es pequefio.

ANALISIS DE CASOS

Caso no amortiguado. Cuando ¢ = 0, es decir, tratamos de analizar la ecuacién
mx" + kx = Fycos(wt),
conocemos la solucién de la parte homogénea y es
xp (t) = cicos(wot) + cysen(wyt).

Para encontrar una solucién particular debemos distinguir dos casos: con
resonancia w # wyg, sin resonancia w = wy.
Sin resonancia: w # w,, en este caso podemos buscar una solucién particular
mediante el método de coeficientes indeterminados, es decir combinacién lineal
de las funciones cos(wt) y sen(wt). Haciendo calculo vemos que esta solucion es

Fo
%, (t) = ———scos(wt
P( ) m(wg_wz) ( ),
se observa que esta solucién es periddica y tiene la misma frecuencia que la fuerza
F. Por tanto, la solucién general es

x(t) = Acos(wot — @) + cos(wt)

0
mwé —w?)
y, viene a ser la suma de dos oscilaciones periédicas: una con la frecuencia natural
Wy y otra con la frecuencia de la fuerza externa w. Una pregunta que nos hacemos,
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¢Es la solucién periddica? En general no lo es. Pero se comprueba que la anterior

-z . W .
funcion lo es si oo es racional.
0

En algunas aplicaciones, digamos en la teoria de control, una solucién particular
usada con las condiciones iniciales x(0) = 0y x’(0) = 0, denotamos a tal solucién
z(t), haciendo calculos se obtiene

z(t) = (cos(wt) — cos(wyt)) .

Ahora si queremos calcular la soluc1on de la ecuacién completa sujeta a las
condiciones iniciales x(0) = x, y x'(0) = v,, en esta caso basta sumar a la funcion
z(t) la solucion de la ecuacion homogénea que cumplen las mismas condiciones
iniciales.

Veamos una forma de ver el uso de z(t). Supongamos que w = wy. Es decir,
estamos proximos a que haiga resonancia tenemos

z(t) = (cos(wt) — cos(wgt)),

= = w2 i )ZSen (2 (WO - W)t) sen (E (wy + w)t),

esto resulta habiendo usado una identidad trigonométrica.

En vista de que estamos muy cerca de la resonancia, la cantidad wy + w resulta
siendo grande comparado con |w, — w|. Esto se interpreta como que la funcién

1 : . s 1 :
sen (5 (wy — W)t) oscila mas lento que la funciéonsen (E (wy + W)t). Esto permite
interpretar respecto de la soluciéon anterior como una oscilaciéon rapida con

frecuencia angular %(WO +w) y cuya amplitud varia lentamente A(t) =
2% )sen G (wg — w)t); luego la solucion se escribe

m(wg-w?
1
2(t) = At)sen (3 (wo +w)t)
Cabe destacar, que este tipo de oscilaciones donde hay una amplitud periddica que
cambia lentamente se conoce como pulsaciones.
Resonancia pura, w = wy. Una solucién de la ecuacidn diferencial
mx" + kx = Fycos(wyt)

t), de manera que la solucién general es

estd dada por x,(t) =

x(t) = ¢ cos (WO t) + cysen(wyt) +3 tsen (wgt),

siendo c; y ¢, constantes arbitrarias. Cuando t es grande x(t) crece, de modo que
estas funciones son no acotadas.
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Ejemplo 11. Si el problema contiene los datos m = 1, F; = 2 y wy = 1 entonces
se puede observar en la grafica de la solucién particular que oscila entre las rectas

. F, .
de ecuaciones x = + —>—t¢, figura 6.16.
meo
x{ L
2 e
20 /_,.# i \
- et f y
xX=1 - e /
10 o ,
- \ !
/ % '/ \‘ [
0 £ - :
=y ]
S it / $
Ny {
-10 e i \\‘ ',"
x=- Sl T ¢
&)\‘“ “
20 rag,
.

Figura 6.16: Resonancia pura.

Caso amortiguado: ¢>0. Este ya es un caso mas general, existe
amortiguamiento, también hay fuerza externa. La ecuacién homogénea asociada
ya fue estudiada y se asocia con los casos de sobreamortiguamiento. En todos los
caso se observa que si x,(t) es solucion de la parte homogénea, entonces se
cumple tl—i>1;-rloo xp(t) = 0.

Con respecto de buscar soluciéon de la ecuacién completa, habra que comenzar
observando que cuando hay amortiguamiento no hay resonancia, esto se debe a
que F(t) = Fycos(wt) nunca es solucion de la ecuacion homogénea mx"' (t) +
cx'(t) + kx(t) = 0 cuando las constantes c y k son positivas.

Buscamos una solucién particular de la ecuacién completa mx"' (t) + cx'(t) +
kx(t) = Fycos(wt), es conveniente usar el método de coeficientes indeterminado.
Asumiendo una solucidn de la forma

X, (t) = Acos(wt) + Bsen(wt),
derivando y reemplazando las indeterminadas A y B satisfacen el sistema de
ecuaciones
(k—mw?)A+ cwB = F,
—cwA + (k—mw?)B=0’
de donde
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(k-mw?2)F, CWFy

A= (k—mw?2)2+(cw)? = (k—mw?2)2+(cw)?’
Por lo tanto la solucién x, (t) se escribe
AF,

xp(t) = = [cos(wt) cose + sen(wt)seng]

yl
= %cos(wt — ),
habiendo hecho sustituciones para hacerlo sencillo,

k
A= Jk=mw2)2+(cw)?’
k—-mw

cw
J (k—=mw?2)2+(cw)? yseng = Jk=mw2)2+(cw)?’

s 2 ST s
Naturalmente que la solucién encontrada es ~ periddica. Luego la solucién

2

el angulo ¢ sea tal que cosgp =

general es
AF,
x(t) = x,(t) + T"cos(wt - ).
Cabe observa que en esta solucidn, la funcién x; (t) se conoce como la solucién
transitoria y la solucion particular x,(t) como permanente ya asintoticamente

todas las soluciones tienen el mismo comportamiento.

C . AF,
Esta solucion particular la denotaremos en adelante x,, (t) = TO cos(wt — ).

Cuandow = 0, la solucion es la funcion constante x,, (t) = % El nimero A = A(w)
se llama factor de amplificacion ya que indica la cantidad que varia la amplitud con

. F, .
respecto a la solucién cuando w es cero, pasando de ser ;" (conocido como

. ‘L . F,
desplazamiento estdtico o ganancia) a A(w) ;0

:(Como serad la dependencia del factor de amplificacién A con respecto a la
frecuencia externa w? Observemos que si w =0 se tiene que A =1 y que

lir_rs A(w) = 0. Para analizar el comportamiento de la funcion A(w) en el
w—-+00

intervalo (0, +0) es apropiado recurrir a la funcién h(w) = (k — mw?)? + (cw)?.
Haciendo calculos de derivadas se muestra que esta funcién es creciente en

2
(0, +0) si ¢ = V2km y tiene un minimo global en el valor w; = /% — Zc? sic<
V2km . Por lo tanto, la funcién A(w) es decreciente si ¢ = v2km y tiene un

maximo global en el punto w; sic < v2km. el valor w, se conoce como resonancia
prdctica. Es decir, la amplificacién de la solucién permanente es maxima para el

. . Y an 2km
valor w; sic < v2km.Puede verificarse que en este tltimo caso A(w,;) = ——
L a W) = iem—e?

285



lo que sefiala para determinados valores de los parametros iniciales k, c y m el
valor de la amplitud puede ser relativamente grande.
Ejemplo 13. Considere una masa de 10 kg que esta unida a una pared una
distancia de 0,02 m. y se suelta a partir del reposo, determinar la posicion y la
velocidad de la masa en el tiempo, la frecuencia de oscilacién, la amplitud, el
angulo de fase y las energias cinética y potencial en el tiempo t. El problema que
modela esta situacion es:
10x" + 10x = 0; x(0) = 0,02;x'(0) = 0.
Solucidn. La solucién general esta dada por
x(t) = cq cos(t) + cysen(t),
y la solucién al problema de valor inicial es
x(t) = 0,02 cos(t) = 0,02sen (t + g)

Tenemos w = 1rad/s, T = 2w seg; A = 0,002 m; la frecuencia de oscilacién
estd dado por f = % = i osc/s; el angulo de fase ¢ = g; la energia cinética E. =
%mv2 = 0,002sen?(t); la energfa potencial es E, = %kx2 = 0,002cos?(t).
Ejemplo 14. Un resorte cuelga verticalmente de un techo, el resorte sufre una
deformacion en su longitud de un centimetro cuando se coloca una masa de 1,5 kg
y después el sistema queda en equilibrio. Posteriormente se elonga una cantidad
de 1,5 cm. y se suelta a partir del reposo. Determine la constante del resorte, la
posicion y la velocidad de la masa en el tiempo t (positivo). ;Cual es la frecuencia
de oscilaciones de la masa y la amplitud del movimiento?

Nota: En la posicion de equilibrio, la constante del resorte es: k = %.
Considerando como origen de coordenadas a la posicién de equilibrio y la
direccion positiva del eje vertical hacia abajo, entonces, la posicién de la masa
viene dada por la solucién del problema de valor inicial

mx" + kx = 0; x(0) = xy; x'(0) = v,.
Solucioén. La solucidn al problema de valor inicial es
x(t) = 0,015005(\/@1‘),
y la velocidad v(t) = 0,015v980 sen(\/mt), también w =+/980rad/s, f =

\/_:—:O ~ 4,98 oscilaciones en un segundo; la amplitud A = 0,015 m.
Ejemplo 15. Un peso de 4 Ib se suspende de un resorte cuya constante es de k =

8}—12. Asumiendo que una fuerza externa dada por f(t) = 4cos(8t) se aplica al

resorte y que no hay amortiguamiento. Obtener el movimiento, suponiendo que
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inicialmente el peso esta en la posicion de equilibrio y que su velocidad inicial es
cero.

Solucioén. La ecuacidn diferencial del movimiento es
%x"(t) = —8x(t) + 4cos(8t),
o bien
x(t) + 64x(t) = 32 cos(8t),
la solucién de x”"(t) + 64x(t) = 0 esta dado por
xc(t) = ¢4 cos(8t) + c,sen(8t),
para la solucién particular proponemos x,(t) = Atcos(8t) + Btsen(8t) que
reemplazando en la ecuacién diferencial se obtiene A = 0y B = 2, de esta forma
la solucidn general se escribe
x(t) = ¢4 cos(8t) + c,sen(8t) + 2tsen(8t).
Pero ademas cumple las condiciones iniciales, para x(0) = 0 resulta ¢c; = 0, si
x’(0) = 0 se obtiene ¢, = 0. Por tanto, la ecuacién de movimiento es
x(t) = 2tsen(8t). m
Se observa que en este caso hay resonancia pura en vista de que c =0 y la
frecuencia de la fuerza externa aplicada es igual a la frecuencia natural del sistema

no amortiguado. Su grafica, se muestra en la figura 2.17, oscila entre las rectas x =
Fo
mwg

t,siendo Fp = 4,m = %, wo = 8, es decir las rectas x = +2t.

x(n) gt

§

Figura 2.17: Resonancia pura.

Se puede observar en el grafico que las oscilaciones van creciendo sin limite,
naturalmente el resorte esta limitado a romperse dentro de un corto tiempo. Un
principio general para que ocurra resonancia es que se ignore el
amortiguamiento, frecuencia de la fuerza externa aplicado fue igual a la frecuencia
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natural del sistema amortiguado. En el caso donde ocurre amortiguamiento las

oscilaciones no crecen sin limite; pero sin embargo puede llegar a ser muy
grandes, la resonancia en este caso ocurre cuando la frecuencia de la fuerza
externa aplicado es ligeramente menor que la frecuencia natural del sistema.

6.6 SOLUCIONES PERIODICAS

Dada la ecuacidn diferencial

z7(®) + wiz(t) = f(1), (13)
donde f(t) es una funcién periédica, es natural preguntarse por las soluciones
periddicas de (13). Supongamos que f (t) es 2m periddica, continua y que se puede
desarrollar por la serie de Fourier. Asi,

(O =%+ 7 [ay cos(kt) + bsen(ko)],
Por otro, lado si existe una solucién periddica, entonces sera de la forma
z(t) = ? + Yr=1[Ay cos(kt) + Bysen(kt)],
de modo que reemplazando z(t) en (13) se obtiene
— Y1 k?(Ag cos(kt) + Bysen(kt)) + wi [% + Y1 Ay cos(kt) +
Bksen(kt)]] =
= ? + Y= lag cos(kt) + bysen(kt)],

de donde resulta

W"AO + (W§ — k%) X5, [Ag cos(kt) + Bysen(kt)] = % + Y lay cos(kt) +
bysen(kt)]
Se tienen
(i) Cuandowg & Z se obtiene
_ Qo __ag _ _ bk
AO - Wg rAk - Wg_kz ’ Bk Wg_kz ,

es decir, la solucion periédica viene dado por
z(t) = + Ve 1[ s cos(kt) + v k2 sen(kt)]

entonces como f(t) es contlnua y su representacmn en serie de Fourier
converge uniformemente, por tanto, la representacién en serie de z(t) es

convergente.
(ii) Siwy # npero|wy, — n| < €. En este caso los coeficientes
a b
A =—" B =
o wg-n2’ T w2-n2
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crecen bruscamente; es decir, estamos en presencia del fenémeno de

resonancia.

(iii) Si wy = n, pero a,, = b, = 0, entonces existe solucidn periddica z(t), donde
los coeficientes A, y By son dados por la féormula de arriba para k # n,
mientras que 4,, B, son constantes arbitrarias en vista de que A, cos(nt) +
B,sen(nt) es solucion de la ecuaciéon homogénea correspondiente.

(iv) Siwg = n, pero a,, 0 b, no es cero, entonces resolviendo la ecuacién (13)
con segundo miembro el sumando resonante a,, cos(nt) + b,sen(nt) se
obtiene

z”’(t) + n?z(t) = a, cos(nt) + b,sen(nt),
cuya solucion particular es
Z,(t) = t[A, cos(nt) + Bysen(nt)],
que naturalmente es un término no periédico de la solucién z(t); por tanto,
no existen soluciones periédicas.
Ejemplo 16. Halle la solucion periddica de la ecuacion diferencial

,” e k
2°(t) + 2(t) = 3, 20

Solucién. En este caso wg = 1; es decir, wy = 1y como el segundo miembro no

contiene términos resonantes, por lo tanto existe solucion periédica y es
z.(t) = ¢ cos(t) + cysen(t),

2, (t) = X2, (A cos(kt) + Bysen(kt)), By = 0, A = ——

k2(1-k?)
2p(t) = 2ir e cos(kt),
por tanto,
z(t) = ¢y cos(t) + cysen(t) + Z,‘izmcos(kt). [

Ejemplo 17. Obtener la solucién periddica de la ecuacion
z(t) + 4z(t) = sen?(t).

iy 101 -
Solucién. Tenemos a w, = 2y al ser sen?(t) = >~ Ecos(Zt), el coeficiente del

1 . . :
sumando de resonancia — 2 cos(2t) es distinto de cero, luego por (iv), no existe

solucidn periddica.
PROBLEMA 6.3

1. Un pesode 32 1b se sujeta a un resorte de constante de elasticidad igual a 5 ;—IZ.

El peso y el resorte se sumergen en un medio que ofrece una resistencia
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numéricamente igual a 6 veces la velocidad instantdnea. el movimiento se
inicia en un punto que se encuentra 4 pulgadas debajo de la posicién de
equilibrio y partiendo del reposo. A) obtener la ecuaciéon de movimiento si
sobre el peso se aplica una fuerza externa igual a f(t) = e~%; b) determine la

grafica de la ecuaciéon de movimiento.
Una masa de 1 slug se encuentra suspendida de un resorte constante de

. , b . ‘s .
elasticidad igual a 4 Y el sistema esta inmerso en un medio que se opone una

fuerza de resistencia numéricamente igual a 5 veces la velocidad instantanea.
si la masa se suelta 6 pulgadas arriba de la posicién de equilibrio con un

velocidad dirigida hacia debajo de 4%. a) escribir la ecuacion de movimiento,

si actiia una fuerza externa sobre la masa dada por f(t) = 10sen(2t) +
20cos(2t); b) obtener las graficas de la solucion transitoria y de la solucién
estacionaria utilizando el mismo sistema de ejes coordenados; c) mostrar la
grafica de la ecuacion del movimiento.

. - . lb
Un resorte tiene una constante de elasticidad igual a lﬁ' Un peso de 81b se

suspende de un extremo del resorte y el sistema se coloca en un medio que
ofrece una resistencia numéricamente igual a la velocidad instantanea; si el
peso se suelta en reposo, 4 pulgadas sobre la posicion de equilibrio y sobre él
actia una fuerza externa f(t) = 25sen(4t). A) obtener la ecuaciéon de
movimiento; b) trazar su grafica.

Resuelve el problema 2 en ausencia de la fuerza de resistencia.

Un resorte sujeto a un soporte tiene suspendida una masa de 2 kg y la

. N . .
constante de elasticidad del resorte es de 4% . El sistema esta en reposo

cuando el soporte empieza a oscilar de acuerdo a la expresiéon f(t) =
2cos(3t). A) obtener la ecuacion diferencial del movimiento si el sistema
completo estd inmerso en un medio que opone una fuerza de resistencia
numéricamente igual a 6 veces la velocidad instantanea, b) hallar la ecuaciéon
de movimiento, considere que el peso esta en reposo en la posicién de
equilibrio cuando el soporte comienza a oscilar; ¢) Mostrar la grafica de la
ecuaciéon de movimiento.

Resuelve el ejercicio 5 en ausencia de amortiguamiento.
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6.7 MOVIMIENTO DE UN PENDULO SIMPLE

El interés por el péndulo sigue latente en el mundo académico. Existen
observaciones que realizar sobre varios aspectos, el periodo de un péndulo no es
propiamente independiente de la amplitud inicial de la oscilacién, significa que un
péndulo no podria ser utilizado para la construccién de relojes de precision. Este
hecho motivé el problema de encontrar una curva sobre la cual las oscilaciones
debidas a la accion de la gravedad fueran independientes de la posicién inicial.
Precisamente la curva es la cicloide, fue Christiann Huygens (1629-1695) quién
logr6 demostrarlo.

El estudio del péndulo estaba ligado a dos problemas importantes de la época:
la forma de la tierra y la justificacion de la ley del cuadrado de las inversas de la
atraccién gravitatoria. Vamos a analizar ahora al detalle la ecuacién del péndulo.

Un péndulo simple consiste en una particula de masa m suspendida de una
cuerda (o un elastico) de largo [ y de masa despreciable. Supongamos que la
cuerda estd siempre tensa, que las oscilaciones en el plano vertical y que las tinicas
fuerzas que actdan son el peso de la particula y la funcién de la cuerda, se quiere
hallar la ecuacién del movimiento.

Figura 6.18: Fuerzas que actdan sobre el péndulo.

Descomponiendo el peso mg en dos componentes, uno en la direcciéon de la
tangente a la trayectoria, esto es la fuerza tangente F; = mgsen(8), y la otra
perpendicular a esta, la fuerza normal F,, = mgcos(68), vemos que la componente
perpendicular se compensa por la tension; la aceleracion es a = mg, figura 6.18
Vamos a expresar la posicién del péndulo en cada instante t por la funcién 8(t)
que modela el desplazamiento angular de masa con respecto a su posiciéon de
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equilibrio. Resulta que, al moverse el péndulo, la masa describe arcos de
circunferencia de radio [, y al moverse del angulo de 8, hasta 8,, la masa habra
recorrido la distancia [(6, — 8;). De manera que el espacio recorrido por la masa

entre el tiempo t; at, es 1(9 (ty) — B(tl)), donde la velocidad instantanea es [6°(t)
y la aceleracion instantanea es 167 (¢t).

Se observa que, la Uinica fuerza que acttia en el movimiento del péndulo es la
componente tangencial —mgsen(6); la componente normal se anula por la accién
y reaccion. Suponiendo ausencia de rozamiento y conforme al balance de fuerzas
dado por la segunda ley de Newton, se tiene

ma = —mgsen(6(t)),

siendo s = PQ y como s = 16 se obtiene

d’s _ d*

dt? ~ dt?
luego

mlo”'(t) = —mgsen(0(t))
lo que es equivalente a
07(t) + sen(0(0)) = 0

lo cual es una ecuacion diferencial de segundo orden y no lineal.
ANALISIS DEL PENDULO NO LINEALIZADO

Veamos como se comporta el péndulo cuando la masa se suelta desde el reposo a
un cierto angulo 6, € (0, ), es decir se esta imponiendo las condiciones iniciales
del movimiento por 6(0) = 6, y 8°(0) = 0. Entonces, multiplicando 8°(t) la
ecuacion diferencial
0 ()6 (t) + %sen(e(t))e'(t) =0,
es decir
217 cen?| = £ 14 —
2tz @ O] = [T eos(0®)] = 0,
212 -2 —
=@ @) = Leos(o(t))| =0,
quiere decir
1 ., 39 _
5(9 () — Tcos(@(t)) =c
es constante. Por tanto, la cantidad % (16°(t))? — glcos(6(t)) se conservaalolargo

del movimiento, su verdad tiene que ver con la ley de conservacién de la energia,
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se sabe que la energia total, la energia cinética mas energia potencial, estd dada
por

E = %(l@'(t))2 — glcos(6(1)).
Por otro lado, tenemos que dada la posicién inicial del péndulo en 6, y
asumiendo que la masa se deja caer en reposo, 6(0) = 6,y 6°(0) =0, en

o2 — 4 —
> @) p cos(@(t)) =c,
se obtiene ¢ = — % cos(0,), es decir para todo tiempo t se expresa
1.,
S8 (t)? — % (cos(@(t))) = - % cos(8y),
o bien
%(0'(t))2 = %(cos(@(t)) - cos(@o)) (15)
Se observa que, en vista % (6°(t))? = 0, se tiene que cos(8(t)) = cos(8,),

significa que siempre existe 0(t) € [—0,, 6,]. Cuando se tiene un péndulo, una
caracteristica importante es su periodo de oscilacion, esto es el tiempo que tarda
en ir desde 6, hasta —6,, y volver de nuevo a 8,; aqui T(6,) es el periodo de
oscilacién.

Figura 2.19: Recorrido del péndulo.

Por otro lado, cuando el péndulo va desde 8, hasta —8, se tiene 8°(t) < 0. A
partir de la ecuacion (15) se observa

6'(t) = —\/zTg (COS(B(t)) - 605(90))

es una ecuacion de variable separable, luego integrando

do ta
= dt = tl

(cos(8) — cos(6y)) 0

-8,
feo Jz_g
I
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al ser t; el tiempo que tarde en ir desde 8, hasta —8,,. Por tanto, siendo T(6,) el
periodo de oscilacion (por simetria este tiempo es doble), el periodo estd dado
por

do

90\/ (cos(8) — cos(8y))

6o
ff \/cos(G)—COS(Ho)

haciendo cambio de variable k = sen ) sen(p) = —sen ( ) el valor T(6,) es
2 d
T(6,) = 4 J; 5y - ,
Jl—senz(f)senz(w)
lo cual se conoce como la integral eliptica de primera especie. La grafica es como la
figura 6.20, dado que T(6,) depende de 6y, si la oscilacién es pequena (6, — 0)

T(6,) = 2t; = zf

l . g
entonces T(@O)—>2TE\/;, de esta forma el periodo de oscilacién es

aproximadamente 271\/;; en conclusién aqui el periodo de oscilacién es variable.

7(6,)

I
|
1
|
|
I
|
I 2nvle
|

|

|

- [/ 60 T

Figura 6.20: periodo del péndulo en funcién del angulo inicial.
PENDULO LINEALIZADO

Si consideramos una vecindad del origen entonces 6 (t) coincide con sen(6(t)); es
decir, un amplitud de oscilacién 8, pequefia muy cerca de cero, entonces sen(8) =
0, si es asi, la ecuacion diferencial se transforma
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0" (t) + % 6(t) =0 (16)

y es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden. Esto es importante,

veremos a diferencia del anterior, las oscilaciones del péndulo linealizado si tiene
un periodo constante. De manera similar, multiplicando (16) por 8°(t) se tiene

0" (D0 (t) + %H(t)e'(t) —0
411y 2,9 2
AR GUOEEAUEE
1 g
ez o Y 2 _
@)+ 00 = ¢
con ¢ constante, vemos que la cantidad V = %(0'(0)2 + % (6(t))? se conserva y
aplicando 6(0) = 6,, 8°(0) = 0, se obtiene
Lo o2+ 9 2 _9p2
L0/ + 2 (0(0)? = 263,
el periodo se expresa en este caso por

T(8p) = 4J§ [

loz-02

. 6 . .
haciendo x = 5. se obtiene la integral,

0
1 (1 Bpdx 1
T(Oy) =4 |- [ ———=2m \/:,
( 0) \/;fo ,eg—eng g
y, se observa que es independiente del angulo inicial, sélo depende de la longitud

del péndulo.
La solucion general del movimiento armoénico simple es

0(t) = cycos (J% t) + c,sen (\/% t),

la constante c¢; y ¢, se determinan con las condiciones iniciales 68(0) = 6, y
6’(0) = 0, entonces la soluciéon queda

6(t) = 6ycos (\/%t).

otra forma de presentar la solucién es

6(t) = Acos(wt — @)
donde A es la amplitud de la oscilacion, ¢ la fase fundamental, T = 2;” = ZH\E.
Ejemplo 18. Un péndulo de masa M = 2 kg y de longitud 2,45 m esta suspendido
sobre un marco horizontal. El péndulo se levanta un dngulo de 102 y se suelta con
una velocidad angular de —0,4 rad/s, se pide: a) ;cuantos ciclos (oscilaciones)
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completos habra completado el péndulo después de 10 s?; b) ;en qué momento la
masa pasa por la posicién de equilibrio con velocidad angular positiva por tercera

vez?; c) ;En qué instantes la masa alcanza sus desplazamientos extremos? d) ;Cual
es la posicion de la masa del péndulo en cualquier tiempo? e) ;Cual es la posicién
de la masa a los 10 segundo?
Solucién. La ecuacidn diferencial del movimiento es

0" +%Sen9 =0,
pero como se asume angulos muy pequefios, infinitésimo, de manera que senf =
0, asi la ecuacion diferencial queda

0[/ + %9 — 0'
siendo g = 9.8; la longitud [ = 2,45 con estos datos la ecuaciéon queda 6" +
%9 = 0; es decir 8" + 46 = 0, cuya solucién general se expresa

0(t) = ¢4 cos(2t) + cysen(2t)
y la solucién al problema de valor inicial 6(0) = % rad;0'(0) = —0,4rad/s esla
posicién de masa en cualquier tiempo
T 1
o(t) = Ecos(Zt) - gsen(Zt) = Asen(wt + @)

La forma alternativa de la solucion
6(t) = 0,2654sen(2t + 2,4242)

A=)+ (-3)"
/18 2w

y, tang = ——, ¢ = 2,4242; w = 2; el periodo T = 2;” = =" segundos; luego

donde la amplitud es

.10 S , .
en 10 segundos se realizan 5~ 3 oscilaciones (o ciclos) completas. La velocidad

angular es
6°(t) = 0,5308 cos(2t + 2,4242) rad/s.
La masa pasa por la posicion de equilibrio cuando 6(t) = 0, es decir,

6(t) = 0,2654sen(2t + 2,4242) =0
de donde resulta

2t + 2,42420 = nm; n = 1,2,3,4, ...

nmw—2,4242
t=—7—,n= 1,2,3,4, ...

por otro lado, la velocidad angular
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6’(t) = 0,5308cos(2t + 2,4242)
para valores impares de n, esta dado por 8°(t) = —0,5308 rad/s para (n = 1) de
manera que la tercera vez que se cruza la posicidon de equilibrio con velocidad
angular negativa ocurre cuando n = 5 es decir cuando t = 6,6419 segundos, la
grafica de 6(t) es la figura 6.21.

A1)
7N
) ™ AN
e l// P . ;‘ ! ‘.‘
/ K % i N\ £ o A
/ &0)=0.174> A | & 1
a" : \ / i \\ r" : \
/' 3 1,144) / | \ / | \
) 4 2 1 \1 r/ 1 k“
X I F amm N 1 t
\|\ : / 4 \\ ; /
b R : 0 S
-d=-0,2654 N \ S
\ i/
| — T-n =)

Figura 6.21: Solucion 6(t).

Por otro lado, el péndulo obtiene sus valores extremos 0 de retorno cuando la
velocidad angular es cero. Es decir cuando 6°(t) = 0, es decir
cos(2t + 2,4242) =0
2t +2,4242 =~ +nm, n = 1,2,3,4,5

(2n+1)
t, = "

es decir 1,1441s, 2,7149 s, 4,2857 s ,... y asi sucesivamente. Finalmente, la
posicion de la masa 10 segundos es
6(10) = 0,2654sen(20 + 0,4242) = —0,1114 rad. m

)

PROBLEMAS 6.4

1. Un péndulo de 20 cm de longitud y de masa 0,5 kg oscila. Si en tiempo t = 0,
el angulo es %rad y la velocidad angular en t = 0 es Z—Zrad/s. determine el

periodo de movimiento, la amplitud, el angulo de fase, ecuacion de
movimiento, la velocidad angular, el tiempo para 8 = 0 rad.
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i

T
ﬁ;(p_Z;T_

R. O(t) = %sen (7t + %) rad; °(t) = Z—nzcos (7t + %) rad/s, A =

V2 V2

21

7
2. Obtener el dngulo, la velocidad angular en el tiempo de un péndulo de longitud

0,098 m, con masa 0,5 kg, sujeta a las condiciones 6(0) = 0rad y 6°(0) =
0,02 rad/s.
R.6(t) = 0,002sen(10t)rad ; 6°(t) = 0,02cos(10t)rad/s.

3. Unpéndulode i metros de longitud se suelta con una velocidad de % radian/s

: 1 . . o
desde un extremo situado a 7 radian respecto de la vertical hacia dicha

vertical. Obtener la ecuacién del movimiento.
R.O(t) = %cos(7t) + 1—14$en(7t).

4. Encontrar la ecuacién de movimiento y la velocidad angular en el tiempo de
un péndulo de longitud 9,8 m, con masa 2,5 kg, bajo las condiciones 6(0) =
0,1rad y 6°(0) = —0,01 rad/s.

R.O(t) = %sen (t + %”) rad; 0°(t) = %cos (t + %”) rad/s.

6.8 OSCILACIONES DE UNA BOYA CILINDRICA EN EL AGUA

Podemos afirmar que no es exactamente un problema masa-resorte, pero su
andlisis es similar. Una boya es una baliza flotante, puede situarse en un lago, mar
o un rio, generalmente anclada al fondo, puede ser de corcho o cuerpo ligero. Los
pescadores suelen ponerlos en el borde de una red para que no se hunda, de esta
manera los pescadores pueden saber cuando vuelven a recogerla; es muy
importante por su uso como sefnales flotantes.

Tenemos una boya de forma cilindrica flotando, al dejar caer un objeto sobre la
boya (digamos una persona que salta encima), entonces la boya empieza a oscilar.
Determinar el periodo de oscilacién y la ecuacién del movimiento armoénico
simple.

Figura 6.22: Boya cilindrica de altura h y radio r.
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Veamos los fundamentos fisicos, asumiendo una boya cilindrica de densidad p,,

menor que la del agua, radio r y altura h, figura 6.22. En el equilibrio, la boya estara
sumergida una altura h, dada por el principio de Arquimedes: peso = empuje. La
boya esta en equilibrio cuando la fuerza de flotacién es igual al peso de la boya;
donde el volumen de la boya es V = nr?h y su peso esta dado por

wy = mug = p,Vg = pprr’hg (a)
donde, peso de la boya wy,; masa de boya m,,; gravedad g; densidad de la boya
Pp; volumen de la boya V.

Ahora se asume que la boya esta en equilibrio cuando esta sumergida una
altura h;. En vista de que la fuerza de flotacion Fy,, es igual al peso del liquido
desplazado, se tiene

Friot = Mg = paV19 = pa”rzhlg (b)
donde, la masa del agua m,; densidad del agua p,; volumen desplazado V; =
nr?h,. Igualando (a) y (b) se obtienen
Wp = Frior )
pamtr®hig = ppmr?hg,
de donde obtenemos la altura h; que se sumerge la boya cuando se encuentra en
equilibrio

hy = p;—h o bien h,p, — hpp = 0.
a

e

Agua 1‘,

Figura 6.23: boya sumergida a una altura h;.

Seguidamente, sobre la distancia h;, sumergimos la boya una altura adicional
Xo v la soltamos con la velocidad v, = 0. En este caso, la fuerza de flotacién ya no
es igual al peso, el sistema deja de estar en equilibrio y empieza a oscilar; incluso
podemos hallar el periodo de oscilacién. En cualquier momento la posicién de
equilibrio se encuentra a una distancia x con respecto al agua, figura 6.24.
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Tenemos que calcular la fuerza neta que acttia cuando la boya se ha desplazado
x de la posicidn de equilibrio. Si el desplazamiento x es hacia arriba, la resultante
es hacia abajo. La fuerza es de signo contrario al desplazamiento, como vemos en
la figura 6.24; x es negativa cuando la posiciéon de equilibrio de la boya esta
sumergida una distancia x; mientras que x es positiva cuando la posicién de
equilibrio se encuentra a una distancia x arriba del agua.

Ahora, la fuerza que actda sobre la boya en cualquier momento es

F = Fpiop —mypg = pgmr?(hy — x)g — ppmr?hyg,
F = pgnr?hyg — panr®xg — ppnr®hg,
F = —pgnr?xg + [pohy — pphlmr?g

al ser pyhy — pph = 0 se tiene

F = —p,nrixg.
Posicion
de —_—= - - -
equilibrio x>0
Posicion x<0 [1'1
de —_— St R e Lor 1= I
equilibrio Lo !
by it
|
i
S

Figura 6.24: boya sumergida con desplazamiento x.

Por otro lado, de acuerdo con la segunda Ley de Newton, F = ma, con aceleracion
a, el movimiento de la boya a partir de la posicién de equilibrio es

dzx _ 2
mp—5 = —Palr-xg,
2
2p 3% _ 2
PpTIT hdt2 = —puTrexg,

es decir

d?x(t) Pag _
dt2 + (pbh)x(t) =0,

que una ecuacién diferencial de segundo orden del tipo masa-oscilador, donde la
frecuencia natural es
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Pad
w = /— .
Pph
La solucién general de la ecuacién diferencial estd dada por
x(t) = c¢; cos(wt) + cysen(wt).

Finalmente si aplicamos las condiciones iniciales x(0) = —x, resulta c; = —x;
y si x'(0) = 0 se obtiene ¢, = 0, luego la solucién al valor inicial es
x(t) = —xycos(wt).

Ejemplo 19. Se tiene una boya cilindrica de radio 0,5 m, altura 1 m; densidad
500 kg/m?3 se encuentra flotando en la superficie de un lago. Inicialmente se
encuentra en equilibrio, de pronto se sumerge una distancia x, y se suelta con
velocidad igual a cero. Obtener la ecuacion diferencial y la soluciéon del modelo,
determine la posicién y la velocidad de la boya en cualquier tiempo, si se sumerge
una profundidad de 0,01 m a partir de la posicion de equilibrio.
Solucion. Tenemos los datos: altura h = 1 m; radio de laboyar = 0,5 m;
densidad de la boya p;, = 500 kg/m3, se sumerge x, = 0,01 m a parir de la
posicion de equilibrio; gravedad g = 9,8 m/s?,y que la densidad del agua es
pa = 1000 kg/mS3.

La frecuencia natural es

o — IM _ [1000)(98) _
w=w oph GO0 44272,

siendo la amplitud x, = —0,01 m debido a que se sumerge. Por tanto, la posicién
de la boya segtn las condiciones iniciales es
x(t) = —0,01cos(4,4272t) m .

mientras que la velocidad resulta

v(t) = x’(t) = 0,0443sen(4,4272t) m/s. m
Ejemplo 20. Un cilindro circular recto de 6 metros de didmetro esta verticalmente
sumergido en el agua cuya densidad es 1000 kg/m?3. Si se empuja hacia abajo y se
suelta tiene un periodo de vibraciéon de 1 segundo. Obtener el peso del cilindro.
Solucion. Sea positiva la direccion hacia abajo. También sea x metros el
movimiento del cilindro en el tiempo t. Segtin el principio de Arquimedes: “Todo
cuerpo sumergido, total o parcialmente, en un fluido experimenta un empuje hacia
arriba igual al peso del fluido desalojado”. Luego la variacion que corresponde a la
fuerza de flotacion es 10007 (3)?x con radio 3 metros. En consecuencia, por la ley

del movimiento vibratorio,
wd?x
—— = —90007x,
g dt
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donde w es el peso del cilindro y g = 9,8 m/s?; en consecuencia

88200

dt2 +

x(t) = clcos( ’@ t> + czsen< /@ t),

27T _ 2\nTw
ss200m /88200

Zx/nw
\/8820

x =0,

cuya solucidn es

vemos que el periodo es esdecirparat=1s

de dondew = 7018,72 kg .m

-

2 =T —y : I ;
Agua _‘ X Ao
ST 0=

Figura 6.25. Cilindro sumergido en agua.

PROBLEMAS 6.5

1. Una bola de hierro suspendida por un hilo de masa despreciable desde un

cilindro que flota parcialmente sumergido en el agua. El cilindro tiene una

altura de 6 cm, un 4rea de base 12 cm? en la parte superior y en el fondo y una

densidad de 0,30g/cm3, se tiene que 2 cm de su altura esté sobre la superficie
del agua. (a) ;Cudl es el radio de la bola de hierro? Si la densidad de la bola de
hierro es 9,90 g/cm?3. (b) suponga ahora que se rompa el hilo, de modo que el
cilindro esta oscilando en movimiento arménico simple, ;Cual es el periodo de

oscilacién?
RR=971mm; T =0,269s.
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2. Una caja ctibica de 2 metros de lado flota en agua. La caja sube y baja con un
periodo de un segundo. Si la densidad del agua es 1000 kg/m3, calcule el peso
de la caja.

R.496,5 kg.

3. Una boya cilindrica de 950 kg y 0,900 m de diametro flota verticalmente en
agua salada. (a) calcule la distancia adicional que la boya se hundira si un
hombre de 70 kg, se para sobre ella. (b) calcule el periodo del movimiento
armdénico simple que se produce cuando el hombre se hecha al agua, desprecie
la amortiguacién por friccién del fluido.

Rx=0107m; T = 2,42 s.

6.9 DEFLEXION DE VIGAS

Trataremos una aplicacién a deflexion de vigas. Es conocido que las vigas hoy en
dia constituyen uno de los elementos estructurales mas importantes en
ingenieria, se utiliza en una amplia variedad de obras en edificios, puentes y otros.
Una viga es un elemento constructivo lineal que trabaja principalmente a flexion.
En las vigas la longitud predomina sobre las otras dimensiones y suelen ser
horizontal. El esfuerzo de flexiéon provoca tensiéon de tracciéon y compresion,
produciéndose los maximos en el cordén inferior, las cuales se obtienen
relacionando el momento flector y el segundo momento de inercia; las vigas
pueden ser de hierro, madera, hormigon u otros.

Las vigas al soportar cargas de otras estructuras, también de su propio peso,
ocasionan que estos se flexionen. Los métodos para obtener la deflexion de vigas
son variados, aqui aplicaremos ecuaciones diferenciales, en general se obtiene por
una ecuacion de cuarto orden, analizaremos en detalle.

Una variedad de estructuras se construye usando vigas, y estas se flexionan o
deforma bajo su propio peso o por la influencia de alguna fuerza externa; al ser
miembros estructurales estdn sometidas a cargas laterales; es decir a fuerzas o
momentos que tiene sus vectores perpendiculares al eje de la barra; asi las vigas
se encargan de recibir las cargas de las losas y al mismo tiempo trasmitir estas
cargas a las columnas de la estructura. Las cargas que actiian sobre una viga hacen
que este se flexione, con lo que su eje se deforme en una curva, dicha flexion o
deflexién es una respuesta estructural a una deformacién que se produce en las
vigas (Lambé, 1964).
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Supondremos que la carga aplicada a la viga es tal que no produce deformacion
permanente, y que la deformacion debida a su propio peso es despreciable. El
problema consiste en determinar la flexién de una viga sometida a una carga.
Inicialmente la viga es recta y su eje central coincide con el eje X, figura 6.26,
posteriormente dicho eje se ha desplazado debido a la accién de la carga, figura
6.27; se desea obtener la ecuacion de la curva discontinua, llamada elastica, que
nos da la deformacion de la viga.

0 "~ Eje de simetria X

Y

Figura 6.26: Distribucién de una viga horizontal.

valores
negarivg
de ¥

curva de deflexion |
valores
positivoy
de ¥

Y

Figura 6.27: Aplicacion de carga a la viga: se produce la curva de deflexion.

Consideremos una viga horizontal AB, se asume que la viga es uniforme en su
seccion transversal y de materia homogénea. Hay muchas formas de apoyar las
vigas, figura 6.27, veremos los mas comunes; (a) Viga simplemente apoyada,
cuando las vigas estan apoyadas en los extremos A y B, no empotrada; (b) Viga
interconstruida, es decir empotrada en los extremos A y B; (c) Viga en voladizo;
cuando en el extremo A esta rigidamente fijo, mientras el extremo B estd libre para
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moverse. Por tanto, son casos que traducen segtin las condiciones de frontera que
analizaremos. Existen mas formas y también mas condiciones para la deflexion
que son aplicados a cada tipo de problema; de la misma forma como hay diferentes
maneras de apoyar vigas, también hay diferentes maneras de aplicar fuerza de
carga externa. (a) Carga uniforme distribuida sobra toda la viga; (b) carga variable
sobre toda la viga o s6lo en una parte de ella: (c) carga puntual o concentrada.

A B-L
A A

(a): Con soporte simple
A4 B

x=10 x=1I

(b): Empotrada.

(c): Viga voladiza.

Figura 6.28: Formas de sostener una viga.

Para poder formular la ecuacion, sea M(x) el momento flector en una secciéon
transversal vertical de la viga en x. Este momento flector se define como la suma
algebraica de los momentos de esa fuerzas que actiian sobre un lado de x, los
momentos se toman sobre la linea horizontal en la seccién transversal en x. Al
obtener los momentos convendremos de que fuerzas hacia arriba producen
momentos negativos y fuerzas hacia abajo dan momentos positivos; por eso se
tomo el eje Y hacia abajo como positivo. No importa cudl lado de x se tome, debido
a que los momentos flectores calculados desde cualquier lados son iguales.
Resulta que el momento flector en x esta asociado con el radio de curvatura de la
curva elastica o curva de deflexion en x, siendo esta relacion: M (x) = Elk, siendo
Kk la curvatura en un punto y como se sabe estd dado por
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entonces se produce la ecuacion

EI d?y
32 g2 M(x),

()]

donde E es el médulo de elasticidad de Young y depende del material usado en la

viga, mientras que I es el momento de inercia de la secciéon transversal de la viga
en x con respecto a una linea horizontal que pasa por el centro de gravedad de
esta seccién transversal. El producto EI se denomina rigidez flexional de la viga 'y
se considera como una constante.

d : fons
Sabemos que d—z representa la pendiente de la curva elastica en un punto

cualquiera y si la deflexidn y(x) es pequeiia o para deformaciones pequeiias ésta
day
dx
la unidad; entonces para muchos propdsitos practicos la viga debe doblarse so6lo

, d? . .
levemente; asi k = d—xz, luego, la ecuacion anterior se puede reemplazar por una

buena aproximacion

pendiente también es pequeiia, es decir —— — 0 son tan pequefios comparado con

d%y _
El m = M(X) (a)
En la teoria elasticidad se muestra que el momento de flexiéon M(x) en un

punto x a lo largo de la viga se relaciona con la carga por unidad de longitud

w(x) mediante la ecuacién

T = w() (b)

como el momento de flexién M (x) es proporcional a la curvatura derivando dos

veces en (a) y reemplazando en (b) se tiene la ecuacion
4
EI2 = w(x), (©)
es decir, en general la deflexién y(x) satisface una ecuacidn diferencial de cuarto
orden.

Las condiciones de frontera (contorno o regién donde esta definida la ecuacion
diferencial) asociado con la ecuacién (c) depende de los apoyos extremos de la
viga:

(i) Apoyados. Las condiciones de frontera son: y(0) = 0; y”(0) = 0; y(L) = 0;
y”(L) = 0.
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(ii) Empotrados en los extremos. Las condiciones en la frontera son: : y(0) = 0;
y'(0) =0;y(L) =0;y"(L) = 0.

(iii) Libres o voladizo. Las condiciones en la frontera del lado en voladizo son: :
y(0) = 0;y"(0) = 0; y”(L) = 0; y""(L) = 0.

Se puede observar que el significado de y(x): deflexion; y’(x): giro; y”'(x) =

Momento; y”(x) = cortante; y® (x) = carga distribuida.
Para obtener la ecuacion de la curva de deflexion se podria utilizar directamente
la ecuacidn (c), o bien en lo que sigue analizamos varios casos.

VIGA HORIZONTAL SIMPLEMENTE APOYADA: Longitud de la viga L, se dobla
bajo su propio peso, el cual es w por unidad de longitud. Obtener la ecuacién de
su curva elastica.

En la figura 6.29, se muestra la curva elastica de la viga (linea discontinua)
relativa a un conjunto de ejes coordenados con origen 0 y direcciones positivas
indicadas; debido a que la viga esta soportada en 0 y en B, cada uno de estos
soportes lleva la mitad del peso de la viga, es decir WTL El momento flector M (x) es

la suma algebraica de estas fuerzas actuando a un lado del punto C.

AWIJJ wl/2

hS
oy

(] ;
/

Figura 6.29: Viga simplemente apoyada.
Escogiendo el lado derecho de C, actuarian dos fuerzas: (i) la fuerza hacia arriba

L . . . . .
WT, a una distancia (L — x) del punto C, produciendo un momento negativo; (ii) la

: : . . L—x .
fuerza hacia abajo w(L — x), a una distancia - de C produciendo un momento

positivo. En este caso el momento flector:
L—x wL wx?  wlx
M@) = w(L =) (55) =5 @ -x) =5 =2,

asi la ecuacion diferencial es
d’y _ wx?  wix

B =77

)
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al ser una ecuacidn sencilla, integrando dos veces se obtiene
4
wx
Ely(x) =——
y(x) =—;
Aplicamos las condiciones de frontera, puesto que la viga no tiene deformacién
en los extremos o apoyos, estas condiciones son: y(0) =0 se tiene ¢, =0,

wLx?3
12

+ c1x + c;.

3
mientras y(L) =0dac; = — % y tenemos finalmente que la curva elastica es
y(x) = % (x* — 2Lx3 + L3x).

Si queremos la maxima deflexién, usamos la simetria, asi el maximo ocurre en
L .
X =7 entonces la flecha maxima es

swL*

Ymax (Y (g) = Sgarr ™

ANALISIS DE LOS OTROS CASOS

Nos parece importante y hasta didactico obtener la curva elastica a partir de la
ecuacion diferencial de cuarto orden (c), cuando la tnica fuerza distribuida a lo
largo de la viga tiene que ver con su propio peso, w(x) = libras/pie, donde

£ () @

dx* EI
es proporcional a w; aqui E sefiala de que material se estd hablando, mientras que
I indica el momento de inercia de la seccion transversal de la viga sobre una linea
horizontal que pasa por el centro de gravedad de la seccion transversal; existen
tablas establecidas para obtener el médulo de Yung E seglin sean los materiales,
de la misma forma para obtener el momento de inercia. Por ejemplo, para una

.z . 1 . .z .
seccion c1rcular, I = ZTI."I"2 con radio r, para una seccion corona circular I =

1 . . g ab®
Zﬂ.’(RZ — 12) con radios R y r radios; para una seccién rectangular I = —, con

lados a y b; etc. Sin embargo, F(x) denota la densidad de la fuerza que actua
verticalmente sobre la viga en el punto x.
El médulo de Young (Tomas Young) o mddulo de elasticidad longitudinal
es un parametro que caracteriza el comportamiento de un material
elastico, segun la direccién en la que se aplica la fuerza. Tanto el mdédulo

de Young como limite elastico son distintos para diversos materiales,
esfuerzo longitudinal

N .
— ——— =— = Pa. Mientras que, El
deformacion longitudinal m2

momento de inercia es una medida de inercia rotacional de un cuerpo.

médulo Young =

Cuando un cuerpo gira entorno a uno de los ejes principales, la inercia
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rotacional puede ser representada como una magnitud vectorial llamada
momento de inercia.

En la ecuacion (d), integrando cuatro veces se obtiene

y(x) =%x4+Ax3 +Bx?+Cx+D (e)

donde A, B, C y D son constantes que se puede encontrar cuando se aplican las

condiciones de frontera, como veremos.

(a) Si la viga se sostiene en los extremos, es decir con soporte simple, las
condiciones de frontera son: y(0) =0, y(L) =0,y”(0) =0y y”“(L) =0, la
curva elastica es

y(x) = % [x* — 2Lx3 + L3x],

donde el maximo ocurre en x = %y por tanto,
L swiL*
Ymax =Y (E) T 384E1°
(b) Cuando la curva de deflexiéon de la viga es voladiza, en este caso las
condiciones de frontera son: y(0) =0,y (L) =0,y (0) =0y y”(L) = 0.
En este caso, y(0) = 0 setiene D = 0, y’(0) = 0 da C = 0, sin embargo al ser

“lx) = W
y (x)—2E1+6Ax+ZB,

rrr _ wx
y (x)_ EI+6A’

N Ty . __wL _wi?
Con y“"(L)=0y y”(L)=0 se obtiene A= = v B=- luego

reemplazando en la ecuacion (e) resulta

* wLx®  wl?x?

( )_ wXx i
Y = 5481 T 6EI ' 4El
= [x* — 4Lx3 + 612x?],
24E1

es la forma que adopta una viga voladiza fijaen x = O ylibreenx = L. La
curva tiene y’(0) = 0, s6lo en x = 0 ya después todas las tangentes no son
horizontales, de manera que la maxima deflexién de la viga voladiza ocurre
enx =L,yes

Yz = Y(L) = 2 [1# — 4L* + 614] = 2.
(c) Empotrados en los extremos: en este caso se cumplen las condiciones en la
frontera son, y(0) =0, y'(0) =0, y(L) =0y y’(L) = 0, siendo la ecuacion
elastica en general

y(x) = %x‘* + Ax3 + Bx? + Cx + D,
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aplicando las condiciones de frontera, y(0) =0 da D = 0; siendo y'(x) =

%x3 + 3A4x2 + 2Bx + C se tiene que y'(0) = 0 da C = 0, luego al ser

W a4 3 2 o) = W .3 2
y(x) = o —x*+ Ax® + Bx?, y'(x) = —x° + 3Ax* + 2Bx
las condiciones de frontera producen
— Y 4 3 2
y(L)=0,0=5—L*+AL* + BL
y' (L) =0,0 = %E’ + 3412 + 2BL

wL wL?
dedonded = —— B = .
12E1 24E1

Por tanto, la curva elastica es

y(x) = % [x* — 2Lx3 + L2x2].

. , . L .

haciendo y'(x) = 0,setienex = 0,x = L,x = > en este caso la maxima
., L

deflexién ocurre en x = Jyes

Ymax =Y (%) - 38V:EI L%,

que viene a ser un quinto de la correspondiente a una viga con suspension

simple en sus extremos.
Ejemplo 21. Se quiere calcular la deflexion maxima de una barra de acero
sostenida simplemente de una longitud de 18 pies, con seccién transversal
circular de 1,2 pulgada de didmetro.
Solucién. En algiin manual podemos encontrar que el acero comun tiene densidad
media § = 7,759 /cm?® y que su médulo de Yung es E = 2x10'2g/cm.s?, al ser
conveniente trabajar con unidades del sistema cgs, entonces debemos realizar

algunas conversiones, para L = (18pies) (30,48 %) = 548,64 cm; radio

r= (Z;Zpulg) (Zijgn) = 1,524 cm;

si la densidad lineal de masa es p = nr?8§ = n(1,524)%(7,75) = 56,547%; de

dinas

— hp = 9 my gmas
modo que el pesow = pg = (56,547 Cm) (980 SZ) = 55416,06 p—
El momento de inercia del drea de un disco circular de radio r con respecto a
un didmetroes | = inr“’ = %7‘[(1,524)4 = 4,237 cm*, por tanto

_ s5wL*  5(55416,06)(548,64)*
Ymax = 3gag; 384(2x1012)(4,237)

= 15,43 cm.
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es decir aproximadamente unos 6,07 pulgadas como deflexién maxima de la

. . 5w
varilla en su punto medio, como V3, = (@)
al* m

Ejemplo 22. Una viga de 10 m de longitud estd apoyada en dos columnas
verticales. Si la viga tiene una carga uniforme de 400 kg por metro de longitud y
una carga al centro de 5000 kg. Obtener la curva elastica de la viga.

Solucion. En la figura 6,29, vemos que las fuerzas actdan sobre OC son: (a) una
fuerza aplicada en O a x metros de C, dirigida hacia arriba e igual a la carga total y
esF; = %(5000 + 10(400)); (b) una fuerza de F, = 400x dirigida hacia abajo que

se supone concentrada en el punto medio 0C.

L* se tiene y,,4, €s proporcional

A B
A -7 x=10
x=0 S N _,_,.-—F"Jf X

| €
—x-‘?-—i_:d.?_'
x |

Y

Figura 6.30: Curva elastica.

Siendo d; = x,d, = %, el momento flexionante (flector) en C es M(x) = F;d; —
Fad,,
1 x
M(x) = (5000 + 10(400))x — 400x (;)
y la ecuacién diferencial se escribe
2
EIEY = 4500x — 200x2,
dx
integrando directamente dos veces se obtiene la ecuacién
Ely(x) = %xg’ - %x‘* +cx+cy

que satisface las condiciones iniciales: y(0) = 0y y(10) = O siendoc, =0y ¢; =
—57500. Por tanto, la curva elastica de la viga es

y(x) = %(%ﬁ - 53—0x4' — 57500x). n
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Ejemplo 23. Una viga uniforme de longitud 5 metros, simplemente apoyados se
flexiona bajo su propio peso, que es de 2 kg/m. Obtener la ecuacién de la curva

elastica.
Solucion. Al ser una viga simplemente apoyada, en general la ecuacion de la curva

elastica es
() = —
YA = o4E]

yalser L =5m,w = 2 kg/m, se obtiene la curva elastica

y(x) = ﬁ[x4 —10x3 + 125x]. m
Ejemplo 24. Una viga uniforme de longitud 5 metros, y con peso 2 kg/m, tiene
libre un extremo. Obtener la ecuacion de la curva elastica y la flecha del extremo
libre.

Solucién. En general, al ser una viga voladiza, es decir apoyada en un extremo y

[x* — 2Lx3 + L3x]

libre en el otro, la ecuacién de la curva elastica es

w
_ 4 _ 3 272
y(x) AE] [x* —4Lx> + 6L°L%]

siendo L = 5m,w = 2 kg/m, se obtiene la curva elastica

y(x) = ﬁ[x4 —20x3 + 150x%]. m

La flecha sera la deformaciéon maxima que ocurre cuando x = L = 5m, es
hacia abajo

w 625
o= — 4 =222,
Ymax = g 4E]

Ejemplo 25. Una viga horizontal de 9 metros de longitud estd empotrada en
ambos extremos. Obtener la ecuaciéon de la curva eldstica y su maxima
deformacioén vertical cuando tiene una carga uniforme de 1 kg/m.

Solucion. En general, al ser una viga empotrada en ambos extremos, sula curva

elastica es
() = —
Y = 54E]

siendo L = 9m,w = 1 kg/m, se obtiene la curva elastica

y(x) = ﬁ [x* —18x3 + 81x?]. m

[x* — 2Lx3 + 121?]

, L . L 9 .
La flecha sera la deformacién maxima que ocurre cuando x = S =5mes hacia

abajo
w4 6561
Ymax 384E] 6144El
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PROBLEMAS 6.6

Una viga horizontal de 8 metros esta empotrada en un extremo y apoyada en
el otro; a) obtener la ecuacién de la curva elastica si la viga tiene una carga
uniforme de 4 kg/m y soporta un peso de 100 kg en el punto medio; b)
determine el punto en el cual la flecha es maxima.

Tlm(ztx4 — 2184x3 — 335x2), 0<x<
Ry() =

—— (4x* + 45x — 2616x2 + 19200x — 25600),= < x < L

Calcule la maxima deflexiéon de una varilla de acero con soporte simple, la
longitud de la varilla es 20 pies y con una seccién transversal circular de una
pulgada de didmetro. Asuma que la densidad del acero como § = 7,75 g/cm?3
y sumodulo de Young E = 2x10%2g/cm. s2.

R. 16,96 cm.

Determine la forma de una viga voladiza de longitud L que se encuentra fija en
x = 0 ylibre en x = L. Obtener su deflexién maxima.

N |~

, X = 4,45 m.

Una viga horizontal simplemente apoyada tiene una longitud de 10 metros y
en peso despreciable, pero sufre una carga concentrada de 40 kilogramos que
esta a una distancia de 2 metros del extremo izquierdo (origen). Obtener la
ecuacion de la curva elastica.

— (—4x® - 400x), 0<x<2
Ry(x) = )
5(16363 —120x% —400x),2 <x <10
Obtener la forma de una viga que esta fija en los extremos, siendox = 0y x =
wL*
348EI'
Una viga horizontal de 8 metros de longitud esta empotrada en sus extremos

y libre en el otro. Si la carga uniformemente repartida es 4 kg/m. Determine:
a) la ecuacidn de su curva logistica; b) la flecha maxima.

R.y(x) = — (x* — 32x3 + 384x2), Yy = .

L. Demuestre que la maxima deflexién de la figa es

Unaviga de 8 m de longitud esta apoyada en dos columnas verticales. Sila viga
tiene una carga uniforme de 500 kg por metro de longitud y una carga al
centro de 5000 kg. Muestre la curva elastica de la viga.

1(2225,3 125 4

1

R.y(x) = E—(Tx 3 — 36800x).
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8. Una viga horizontal de 12 metros de longitud estd empotrada en ambos
extremos. Si tiene una carga uniformemente distribuida de 3kg/m.

Determine la ecuacién de la curva elastica y la flecha maxima.
1 4 3 2 o162
R.y(x) = oEl (x* — 24x3 + 144x%), Yinax R

6.10 MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA

Conforme a la segunda Ley de Newton, la ecuacién del movimiento de una
particula, es
d?x
m—=F
77 (p1)
; d?x L, , .
donde m es la masa de la particula, 2 &S la aceleracion de la particula relativa a

algun sistema de referencia, F es la suma de todas las fuerzas que actdan sobre la
particula. Estudiamos varios casos donde la resistencia del aire es un factor
importante en el tratamiento de diversos problemas.

MOVIMIENTO RECTILINEO

Particula proyectada verticalmente hacia arriba.- en este caso, asumimos que
las unicas fuerzas que actian son: (a) la fuerza gravitacional mg, donde m es la
masa de particula; (b) una fuerza de resistencia proporcional al producto del

2
cuadrado de su velocidad por su masa, es decir km (%) . Senalando que x(t) es

la altura en que se encuentre medida desde el punto de propulsién en un instante
. d : : .
t después, y porv = d—: su velocidad; sustituyendo en (p1) se obtiene

m d?x m km (dx)z
dt? 9 at/ ’
Lo cual es una ecuacién diferencial de segundo orden y no lineal, usando la

., dx
relacion v = il reduce a

d
- =—9—k@)? (p2)
al separable, integrando
v d t
fvo—vz = [, —gdt

()

con solucién
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\/%_garctan (\/g v(t)) =—t+ \/%_garctan (\/% vo).

Si queremos el tiempo que debe transcurrir para alcanzar su altura maxima,
entonces se hace v(t) = 0,y se tiene

t —iarctan( Ev)l
1™ kg g o)

Por otro lado, se puede calcular la altura maxima asociado en el tiempo t;; es

decir x(t;) = x;; entonces escribiendo la ecuacion (pz) en términos de x; asi
w _dvdx dv
dt  dxdt ax’

dv 2 .z . .z
que reemplazando da v—=—g— kv*, ecuacion separable por integracion
v vdv X
J, =—J; dx
Vo g+kv? 0

al ser x(0) = 0 la altura inicial y velocidad v(0) = v,; luego

In(g + kv?) — In(g + kvZ) = —2kx.

La altura maxima ocurre cuando v(x;) = 0, asi la ecuaciéon queda
In(g) — In(g + kvd) = —2kx,,

de donde x; = iln (1 + gvg). n
Particula proyectada verticalmente hacia abajo.- en este caso, se asume que
las Uinicas fuerzas actiian son: (a) la fuerza gravitacional mg, donde m es la masa
de la particula; (b) una fuerza de resistencia proporcional al producto del

2
cuadrado de su velocidad por su masa km (%) . Sillamamos por x(t) la distancia

: ; . . . dx .
recorrida por la particula en un instante t después, y siendo v = prlll velocidad

se obtiene la ecuacién,
2

m dx m km (dx)z

acz dt) ’

en este caso la fuerza gravitacional sigue el movimiento de la particula, entonces
. s dx . .z

si escribimos v = - se obtiene la ecuacién

— =g — kv?

prial) : (p3)

y cumple la condicién inicial v(0) = v, la velocidad inicial, para la solucion de la

ecuacion (ps) se tiene en cuenta:

Sivg = \/%, se tiene la solucién constante v(t) = \/%, y entonces x(t) = \/% t.
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Si vy # \/% la ecuacién (p3) es separable, luego integrando (usar fracciones

parciales)
fyl;l d\v[ +va 1+\f f 2gdt,
- =V v
q q
es decir
L) 1+ [Ku(o)
%—ln L +In L = 2gt. (p4)

K K
1- [% 1+ [%

Cabe destacar que la ecuacién diferencial cumple las condiciones del teorema de

existencia y unicidad de soluciones, y al ser v,(t) = \/% solucidn, entonces la

condicion v, < \/%significa que v(t) < \/%, es decir \/gv(t) —1<0,vt >0.Dela

. .|k
misma forma vy > \/% entonces v(t) > \/%, es decir \/gv(t) —1>0,vt = 0; esto
es en cualquiera de los dos casos se tiene

k
i > 0,Vt > 0.

k
1- |-V
\[‘;O

De la ecuacion (p4), exponenciando resulta
(\/§+\/Ev(t)) (@—\/Evo) — p2/kgt

VI—Vkv(t)) \Vg+Vkv, !
en esta ecuacion se debe despejar v(t), pero abreviar, denotando ¢; = \/E—\@vo,
’ Vg+Vkvg
entonces
g+Vkv(t
o (B -
de donde

e2Vkgt ¢ dx
v(t) = I( 2\/_f+c1) ~ar

es una ecuacion diferencial de variable separable, integrando
[l SR
X = dt
0 e2Vkat 4 ¢

¢y +e2Vkgt 9s
1+C1 k ' (ps)

la solucién es

x(t) = %ln(
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Se puede observar que si vy = \/% resulta que ¢; = 0y si reemplazamos ¢; =

0 en (ps) se recupera x(t) = \/% que es la solucién obtenida anteriormente.

Particula proyectada hacia arriba desde la superficie de la luna. En este caso
la Unica fuerza que domina, es la fuerza gravitacional, lo cual varia con la altura.
Es conocido que la fuerza gravitacional de la luna o cualquier planeta varia
inversamente proporcional al cuadrado de su distancia al centro. Esto modela la
ecuacién

d?x k

Mz = " %2

en este caso x(t) modela la distancia a que se encuentra la particula en el
momento t, medido desde el centro de la luna.

Ahora como v = E, entonces & =2 & _ & que reemplazando en la
dt dt dx dt dx
ecuacion se obtiene
dv k
mva = — 2’
integrando
v x k
va mvdv = — fxo —dx,

- 2(4) = 2 (E _kym 2)
y se obtiene v4(x) el el +Sv5) .
Por otro lado, considerando que r sea el radio medio de la luna, haciendo que
k = mgor? donde g, es la gravedad sobre la superficie de la luna, entonces

sustituyendo en la dltima ecuacion resulta

v2(x) = 2gor G— 1+ % )

2g0T
2
Cuando ZZOr —1 >0, entonces v(x) > 0, esto quiere decir que la particula
0
2
escapa del campo gravitacional de la luna, mientras que si ZZOT — 1 < 0, entonces
0

existe cierta altura x; en la cual v(x) = 0, esto explica que la particula alcanza una
altura maxima x; y después regresa a la superficie de la luna. Esta x; se puede

2
. .7 T v .
calcular haciendo v(x) = 0 en la ecuacion 0 = 2g,r (; -1+ Zgor) se obtiene
0
X = ——. u
R
2gor

317



Para calcular el tiempo que tarda en alcanzar su altura maxima x;, primero hay

2

2
Vo
gor

o .. d
resolver la ecuacién diferencial d—i = JZgOr (E— 1+ ) y luego encontrar

x(ty) = x4.

PROYECTILES - SIN RESISTENCIA DEL AIRE

Supongamos que hay una velocidad inicial y después esta sometido sélo al campo
gravitacional. Sean —mg7€ una fuerza gravitacional actuante. Sean x,z las

coordenadas del plano del movimiento, ¥, = v,(cos(8))r+ (sen(@))E es un
vector velocidad inicial; mientras que r(t) = (x(t),z(t)) es la posicion del
proyectil en el instante t. La ecuacion del movimiento es

d?r >
m-— = -mgk,
integrando vectorialmente
% = —gkt +1r°(0) = gkt + %,

1 .
r(t) = —Egtzk + Uyt
significa que
1
r(t) = (x(t),z(t)) = (vo cos(0) t,vysen(6)t — Egtz)

de donde x(t) = vycos(0)t y z(t) = vysen(B)t —%gtz, en vista de que t =
x(t)

se obtiene la ecuacién
vocos(6)

_ _ g 2

z(x) = tan(0) x 2(vocos(9))2x .
Cuando se hace que la derivada sea cero, es decir z'(x) = 0, se obtiene la
g

ecuaciéon 0 = tan(6) — wacos(@)2

x, de donde se deduce que la maxima altura es

visen(26)
29
Blanco del proyectil. Cuando se hace z(x) = 0, ocurre que x = 0 o también la

-9
2(vg cos(6))?

X =

ecuacion tan(6) — x = 0, es decir

_ vgsen(ze). =
g
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2
= - s = , Y v
Distancia minima. Ocurre para un angulo 6 = 45° = " locualesx = ?0' como se

1 . :
observa que x = (E) v¢ , entonces se dice que es proporcional al cuadrado de la

velocidad inicial.
CAIDA LIBRE

Este es caso, cuando la resistencia del aire no es proporcional al cuadrado de su
velocidad, entonces las ecuaciones anteriores se modifican ligeramente. Se
considera la caida vertical de un cuerpo de masa m que esta afectado por dos
fuerzas: la aceleracion de la gravedad y la resistencia del aire proporcional a la
velocidad del cuerpo. Asumiendo que tanto la gravedad como la masa permanecen
constantes y que la direccidn positiva es hacia abajo.
Por la segunda ley de Newton,
dv dv
F=ma=m—,a=—.
dt dt
La fuerza de la gravedad dada por el peso w del cuerpo esw = mg donde g =
9,81 m/sz. La fuerza debida a la resistencia del aire es —kv, k > 0, negativa actia
opuesto a la velocidad; k es la constante de proporcionalidad. Entonces, todas las
fuerzas sobre el cuerpo, es
F=mg — kv,
. dv . .z o
es decir m.—=mg — kv , de donde se obtiene la ecuacion del movimiento del
cuerpo,
av k
—+—-v=g,
at m 9
esta ecuacion diferencial es lineal y tiene como solucién general
k
m —_
v(t) = Tg + ce m', ¢ constante. m
. s . . . . m
La velocidad limite se obtiene haciendo thm v(t) que viene a ser v; = Tg.
— 00

Si la resistencia del aire es despreciable, entonces k = 0, y en este caso la

ecuacion se reduce a

dv
a9

con soluciéon v(t) = gt + c;.m

Ejemplo 26. Un paracaidista de peso (masa) 70 kg se deja caer de un helicdptero
que se mantiene a 5 500 metros de altura. Asumiendo que cae bajo la influencia

de una fuerza gravitacional constante y que la resistencia del aire es proporcional
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a la velocidad del paracaidista; siendo la constante de proporcionalidad de

10 kg /s cuando el paracaidas esta cerrado y 100 kg/s cuando el paracaidas esta
abierto. Si el paracaidas se abre 1 minuto después que el paracaidista abandona el
helicoptero. Obtener la ecuacién cuando el paracaidas se abre.

Solucion. Sea x(t) la distancia relativa al helicoptero en que se encuentra el

paracaidista en el instante ¢, entonces la ecuacién del movimiento es

mi— mg — k&
dt? 9 at’

dx dv .z .
y como — = v entonces m—_- = mg — kv al ser una ecuacion separable se tiene
k
v(t) = %g + (vo - %g) e m.
Tenemos los datos: m = 70 kg, vy = 0; k = 10 kg/s; la gravedad 9,81 m/s?;
todos estos dato lo llevamos a la ecuacion

v(0) = 298D [1-e 7] = 68,67 (1-e77),

perov(t) = entonces
t 1
x(t) = f 68,67 (1 — e_7t> dt
0

_1
x(t) = 68,67t + 480,69 (e 7t — 1).
Veamos la altura al cabo de un minuto (t = 60s), entonces
1
x(60) = 68,67(60) + 480,69 (e‘7<6°) - 1) ~ 3639,54 m
y la velocidad es
_60
v(60) = 68,67 (1 —e 7) = 68,66 m/s.

Cuando el paracaidas de abre, se tiene la ecuacion
k

v(t) =T g+ (vo—Tg)e,
donde los datos son k = 100 kg/s y las condiciones iniciales x(0) = 3639,54 m
y vy = 68,66 m/s, entonces

£) = —(9.81) + |68,66 — — (9,81)| e T00*
v(®) 100( )+[' 100( )]e

= 6,87 + 61,79¢ 710",
por tanto, integrando la ecuacion es

7
x(t) = 6,87t — 88,27¢ 10".m
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Ejemplo 27. Se lanza un proyectil hacia arriba con una velocidad inicial 50 m/s.
Obtener: a) la velocidad a los 2 segundos; b) la altura maxima que alcanza; c) el
tiempo en alcanzar la altura maxima.

Solucion. La velocidad estd dado por v(t) = —gt + vy, siendovy, = 50 m/s.
Tenemos, a) la velocidad a los 2 segundos; v(2) = (9,8(2) + 50)m/s = 39.4 m/s.

2
b) La maxima altura se calcula con la férmula x = %’;29) donde g = 9,8 m/s?,

6 =45° v, =50m/s,yes

(50)*"
Xmax = m ~ 12755 m.
c) Por otro lado, sit = % = s—: = 5,1 segundos.

Ejemplo 28. Una masa de 2 kg cae desde el reposo por la accién de la gravedad y
con resistencia despreciable del aire. Determine: a) un modelo del movimiento
mediante una ecuacién diferencial; b) la velocidad de la masa en cualquier
instante t > 0; c) la velocidad después de 4 segundos; d) el tiempo que transcurre
para que la velocidad sea de 80 ?; e) la distancia obtenida por la masa durante los

t segundos.
Soluciéon. Es un problema con masa pequefo, resistencia despreciable,
considerando hacia abajo la direccion positiva se tiene
a2x _
m——=mg.
(@) Si v(t) = % se tiene v'(t) = g donde g = 9,8%siendo v(0) = 0, entonces
v(t) =gt+c,conc =0.
(b) Se sabe que v(t) = 9,8t? cont > 0.

(c) Después de 4 segundos se tiene v(4) = 9,8(4) = 39,2 m/s.

(d) Cuando la velocidad es 80 m/s resulta 80 = 9,8t por lo que el tiempo t =
8,2s.

(e) Six(t) eslaposicion delamasam conrespecto a supunto de partida, entonces

2
integrando d’;—(tt) = 9,8t se obtiene x(t) =9,8 (%) + ¢, y que al ser x(0) =0
que es la partida inicial, c; = 0; entonces la posicidn de la masa m después de
t segundos es x(t) = 4,9t2, esto mide la distancia recorrida por m durante un
tiempo cualquiera t.
Ejemplo 29. Una pelota se lanza hacia arriba con una velocidad de 18 m/s y el

aire no se opone al movimiento. Determinar: a) el movimiento mediante una
ecuacion diferencial; b) la velocidad de la pelota; c) el tiempo de subida de la
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pelota y la maxima altura que alcanza; d) la velocidad de la pelota despuésde 1y
2 segundos; €) el tiempo que tarda en regresar a su posicion inicial.
Solucidn. No se considera resistencia del medio. Consideremos hacia arriba la

direccion positiva, la masa también es pequefia. La ecuacidn es
m% = —mg, w = mg (peso).

(a) Lavelocidad instantanea v(t) esv’(t) = —g, esdecir v’ (t) = —9,8 m/s; donde
la velocidad inicial es v(0) = 18 m/s.

(b) Lavelocidad de la pelotaes v(t) = —9,8t + c donde ¢ = 18 m/s: luego resulta

v(t) = —9,8t + 18 m/s.

(c) Lapelotasube mientras que su velocidad es positiva y se detiene en el instante
t; en que v(t;) = 0; es decir, —9,8t; + 18 = 0, de donde t; = 1,8367 s; es
decir, durante 1,8367 segundos la pelota sube. Por otro lado, resolviendo la
ecuacion diferencial v(t) = —9,8t + 18 que al ser v(t) = % se obtiene

£2
x(t) =-9,8 (3) + 18t + ¢

al satisfacer la condicién x(0) = 0 entonces ¢ = 0y se tiene x(t) = —4,9t2 +
18t. La altura maxima que alcanza la pelotaesen t; = 1,8367 y es
x(t) = —4,9(1,8367)? + 18(1,8367) = 16,5307 m.

(d) La velocidad de la pelota después de 1 segundo es v(1) =—-9,8+ 18 =
8,2 m/s, donde el signo positivo significa que la pelota se dirige hacia arriba.
La velocidad de la pelota después de 2 segundos es v(2) = —1,6 m/s, donde
el signo negativo significa que la pelota se dirige hacia abajo.

(e) El tiempo que tarda la pelota en regresar a su posicion inicial, es cuando
x(t) = 0, es decir —4,9t% + 18t = 0 de donde t, = 0 o t, = 3,6735 s. por lo
tanto, el tiempo que tardara en regresar es t, = 3,6735 s que es el doble del
tiempo t; que tarda la pelota en alcanzar la altura maxima.

Observacion: En estos problemas al no considerar la resistencia del aire, los
resultados pueden no ser ciertas del todo.

Ejemplo 30. Un paracaidista y paracaidas pesan 180 Ib. En el momento en que el

paracaidas se abre, él esta viajando verticalmente hacia abajo a 38 pies/s. si la

resistencia del aire varia de manera directamente proporcional a la velocidad
instantanea y su magnitud es 160 Ib cuando la velocidad es de 42 pies/s.

Determinar: a) la velocidad y la posicion del paracaidista en cualquier instante t >

0; b) la velocidad limite.
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Solucién. Consideremos que la direccidn positiva v(t) es hacia abajoy que t = 0
a partir de que el paracaidas se abre, la resistencia del aire es —kv(t); las

condiciones v(0) = vy = 38 pies/s, x(0) = 0 = xy; w = mg, al ser w = 180 [b,

180 180 45 45 . .
entoncesm = — = o = gasim= gslug, pero como la resistencia es 160 Ib,

cuando v = 42 pies/s se tiene
160 = 42k, k = =
21
(a) Tenemos
dZ
mﬁ mg — kv(t), v'(t) = tz ,
es decir, 48—5 v'(t) = 180 — Z v(t), que representa una ecuacion lineal con valor

inicial
128
v'(t) + Ev(t) =32, v(0) = 38,
128
la ecuacidn tiene como factor integrante a e ECEH y la solucién es
128
v(t) = 2 — e,

Ahora, si x(t) es la posicion lnstantanea, medida a partir del punto donde se

abre el paracaidas,
dx _ 189 37 128

@& & a8
t
t 128
Integrando f;cdx = fo %——e 189 ]dt
28
(t)—&t+6993(e 89t—1).l

(b) Lavelocidad limite del paracaidista

Viim = hm v(t) = tETw (? - %e %t)
~ 47,25 pies/s .m

Naturalmente, esta velocidad ocurre cuando el peso es igual a la fuerza de

resistencia del aire.
Ejemplo 31. Un paracaidista junto con su paracaidas cae partiendo del reposo, el
peso total es 100 kilogramos. Sobre el sistema actia una fuerza debida a la
resistencia del aire que es proporcional a la velocidad. Si la caida es vertical,
obtener: a) la ecuacién de movimiento, b) la ecuacién cuando k = 8; c) la distancia

recorrida por el paracaidista.
ny . dv .z
Solucion. La fuerza netaes F = mg — kv, es decir m—-=mg — kv, ecuacién que

tiene como solucion general
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m k
v(t) = Tg —ce m'

a) Aplicando la condicién inicial v(0) =0 se obtiene ¢ =%, por tanto la

ecuaciéon del movimiento es
v(t) = % (1- ce_%t). [
b) Ahorasiendow =mg =100k, k=8,g =9,8 m/sz, m= %, de manera que
la ecuacién queda |
v(0) =2 (1),
de modo que la velocidad limite es tlLrg) v(t) = 22—5 m/s es constante.

c) Comov = % se tiene la ecuacion diferencial
dx 25 _98,
_— = — (1 — e 125 )
dac 2
separando variables e integrando segun la condicion inicial x(0) = 0
x(t) = = [t +22 (e_fTit - 1)] |
T2 98 '
Ejemplo 32. Una particula se mueve a lo largo del eje X, segiin la ecuacion
diferencial
@
dat?
A partir de un punto a 1 m a la derecha del origen, la particula en el tiempo t = 0
segundos, se dispara hacia la izquierda con una velocidad v = 10m/s;
determinar: a) el tiempo en que la particula pasa por el origen; b) el
desplazamiento maximo negativo; c) la velocidad maxima (positiva).
Solucién. La ecuacion diferencial tiene como ecuacién auxiliar A2 + 81 + 15 = 0

+8% 1 15x = 0.
dt

con raices 1, = —3; 1, = —5; con estas raices la ecuacion del desplazamiento es
x(t) = cre 3t + et
Siendo x'(t) = v(t) = —3c;e~ 3t — 5c,e~°¢, aplicando las condiciones iniciales
x(0) =1 (es decir t =0,x =1); v(0) = —10 (es decir t =0,v =10m/s), se
: 5 7 . o
obtienen las constantes ¢; = — >C =73y la solucién al valor inicial, es
— _5,-3t,7 -5t
x(t) = Se e,

, 15 _ap 35 _
yv(®) =x'(t) =e 3t—7e 5t

a) Cuando la particula pasa por el origen x(t) = 0 entonces
7
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b)

de donde t = %ln(7/5) = ln(w/7/5) ~ 0,17 segundos.

El desplazamiento negativo se dard cuando v = 0, es decir

15 _ 35 _
-3t 35 ,-5t
2 2

de donde t; = In(,/7/3 ), para este tiempo hallamos x(t;) y es
-3

x(ty) = =2 (ef) 3 +2(ef) 5 = — <\E> =—0,280mm

s . , dv .
La maxima velocidad se tendra para s 0, es decir

45 _3p , 175 _
—=e 34 2275t =,

2

de donde t; = In <\/§> segundos, para este tiempo calculamos v(t;) y se

3
v(ty) =3 (\/g) ~ 0,391 m/sm

PROBLEMAS 6.7

obtiene

Siendo g, (gravedad), r (radio medio de la luna) y v, (velocidad inicial)

S . dx r v2 .
constantes, resolver la ecuacion diferencial Pl J 2901 (; -1+ ﬁ) siendo
0

vy > 0.

Un paracaidista de peso (masa) 80 kg se deja caer de un helicoptero que se
mantiene a 6000 metros de altura. Asumiendo que cae bajo la influencia de
una fuerza gravitacional constante y que la resistencia del aire es proporcional
a la velocidad del paracaidista; siendo la constante de proporcionalidad de
10 kg /s cuando el paracaidas esta cerrado y 100 kg/s cuando el paracaidas
esta abierto. Si el paracaidas se abre 1 minuto después que el paracaidista
abandona el helicéptero. Calcule el tiempo cuando llegara a la superficie.

R. Aproximadamente 311,7 segundos.

Determinar el tiempo necesario para que un cuerpo caiga en la Tierra desde
la altura de 400 000 kilémetros si la altura se mide desde el centro de la Tierra
y sabiendo que su radio es 6 400 kilometros aproximadamente.

2 d%y _ _
Ry F+k =0;t =122 horas.
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Una pequefia gota de aceite de 0,2 g de masa cae en el aire desde el reposo. la

resistencia del aire es proporcional a la velocidad instantdnea y es de 160
dinas cuando la gota cae a 40 cm/s. Determine: a) la velocidad al cabo de t
segundos, b) la posicion después de t segundos; c) la velocidad limite de gota.
R.a) v(t) = 40(1 — e~2%) cm/s; b) x(t) = 49t + 2,45(e~2°%¢ — 1) cm; c) 49 cm/s.
Un cuerpo que pesa 8 Ib cae desde el reposo hacia la tierra. Asumiendo que la
resistencia del aire es numéricamente igual a 2v(t), donde v(t) es la velocidad
instantanea en pies/s. Determinar: a) la velocidad después de t segundos; b)
la distancia recorrida al cabo de t segundos; c) la velocidad limite del cuerpo.
R.a) v(t) = 4(1 — e ®)pie/s; b) x(t) = 4t + % (78t — 1) pie; c) 4 pie/s.

Una piedra cae desde el reposo debido a la gravedad y con resistencia
despreciable del aire. Determinar: a) la ecuacién diferencial del movimiento
de la piedra; b) velocidad de la piedra (en m/s); c) la posicion (en metros) de
la piedra en cualquier momento t; d) la velocidad de la piedra y la distancia
recorrida al cabo de 5 s; €) el tiempo en que la piedra alcanza una velocidad
de 100 m/s; f) la distancia recorrida al cabo de 6 y 8 segundos.

R.a) v'(t) = g;v(0) = 0; b) v(t) = 9,8t m/s; c) x(t) = 4,9t> m; d) v(5) = 40 m/s;
x(5) =122,5m; e)t =10,2s; ) 137,2m; 176,4 m.

; . ., d?x
Una particula se mueve a lo largo del eje x de acuerdo con la ecuacion 2T

dx . . i .
13x = —4 e La particula empieza su movimiento en x = 0, con una velocidad

inicial de 6 m/s hacia la izquierda; determine: a) x(t); b) los tiempos en que
se produce los descansos.

R.a) x(t) = —2e~2sen(3t); b) t = 0,33 + r;—nradios.

Un paracaidista y su paracaidas pesan 256 lb. En el instante en que el
paracaidas se abre, él esta cayendo verticalmente a 10 pies/s. Asumiendo que
la resistencia del aire es directamente proporcional al cuadrado de la
velocidad instantanea y que ésa es de 400 Ib cuando ésta es de 20 pies/s.
Determine: a) la velocidad del paracaidista al cabo de t segundos; b) la
posicion del paracaidista al cabo de t segundos; c) la velocidad limite del
paracaidista.

4t _
R.v(t) = 16 [13“’ 3

13e4t+3
pie/s.

| pie/s; b) x(6) = 4in[(13e* + 3)(13 + 3¢*)] - 8In(16); ) 16
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6.11 CABLE COLGANTE

Sea un cable o una cuerda que cuelga de dos puntos P y Q (ver figura), no
necesariamente al mismo nivel. Asumiendo que el cable es flexible de modo que
debido a su carga (su propio peso o fuerzas externas) se cuelga. Siendo B la
porcién mas baja del cable. Sea A(x, y) un punto arbitrario, la parte derecha del
cable estarda en equilibrio debido a la tension T en A, la fuerza horizontal f en B,y
la carga vertical total en el segmento BA del cable denotada por w(x) que actda en
un punto C del arco BA. Si hay equilibrio entonces se cumple que la suma
algebraica de la fuerza horizontal es cero, y la suma algebraica de fuerza en el eje
vertical debe ser cero.

Se descompone la tension T en dos componentes, la componente horizontal con
magnitud Tcos(8), y 1a componente vertical Tsen(6). Las fuerzas en la direccién
del eje y son w hacia abajo y Tsen(6) hacia arriba, mientras que en la direccién
del eje x son f hacia la izquierda y Tcos(6) hacia la derecha, entonces

Tsen(@) —w =0, Tcos(8) —f =0
Tsen(8) _

w . _w, .
de donde Teos@ — 7 & decir tan(8) = 7 pero, la pendiente de la recta tangente

enelpunto A = (x,y) es Z—z = tan(#), de esta forma se tiene la ecuacion diferencial
dy w

ax  f°
Es claro que f es constante al ser la tension en el punto mas bajo, sin embargo

w podria depender de x, es decir w = w(x), luego derivando

d’y _ 1dw

dx2 ~ fdx’

dw . . . .

donde <, representa la rapidez de cambio en x, es decir, la carga por unidad de
distancia en la direccidon horizontal. Siendo esta una ecuacién diferencial muy
general, para resolver asumimos un cable con poco peso (despreciable que
soporta un puente uniforme.

Analisis 1. Un cable de peso despreciable sostiene un puente uniforme. Obtener
la forma que adopta el cable.

La ecuacion diferencial de un cable suspendido es
d?y 1 dw
dx?2  fldx’
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donde f es la fuerza horizontal aplicada en el punto mas bajo del cable y w es la

. . . dw
carga vertical. En vista de que la cargaes umforme, entonces es constante ¢ = E

, de esta manera la ecuacion diferencial ahora es
d’y ¢

dx2~ f’
al ser una ecuacion diferencial de segundo orden, al integrar dos veces la curva es,

y(x) = %xz + ¢1x + ¢y

Las condiciones iniciales es y(0) = b que es la distancia del punto més bajo del
cable al piso del puente; ademas y’(0) = 0, asi serd ¢; = 0y ¢, = b, entonces
— < .2
y(x) = 7% +b,
lo cual es la ecuacién de una familia de parabolas, es decir que el cable adopta la
forma de parabola.

Figura 6.31: Cable colgante.

Analisis 2: Si w es la densidad lineal del cable (expresada por Ib/ft) y Sla

longitud del segmento BA (desde el punto mas bajo hasta A) su peso sera ws,
dy _ws
T (a)

dado que la longitud del arco entre los puntos B y A tiene la longitud

S=[r 1+ (Z—i)2 dx  (b)
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2
. ds d .
por el teorema fundamental del calculo gl 1+ (d—z) entonces derivando en

(a) resulta
d’y _w dS _w n (dy)2
dx2  f'dx f dx/)
Esta ecuacion diferencial es no lineal y no es misma que se resolvid arriba, la
solucién se hace mediante la sustitucién u = y’, entonces tenemos

YT+,

dx  f
ecuacion separable con solucién senh™t(u) = %x +c¢;,quealsery’(0) =0

equivale au(0) = 0, esto dac; = 0, es decir u(x) = senh(%), perocomou =y’

se vuelve a resolver y’ = senh(WTx) de donde
wx

y(x) = f senh (T) dx + ¢,

= écosh (%) +c,

pero como y(0) = b, cosh(0) = 1, entonces ¢, = b — é, resulta
s wx _r
y(x) —Wcosh(f ) +b e

f

Finalmente si elegimos como b = i resulta que tenemos la ecuacién de una

catenaria,
_ L wx
y(x) = " cosh (—f ).I

PROBLEMAS 6.8

1. Una cuerda cuelga de dos extremos fijos. Determine la forma de la cuerda si
su densidad es constante.
R y(x) = %cosh (%x)

2. Una cadena colocada sobre un clavo grueso pende 1 metro de un lado y 2
metros del otro. Si la cadena esta resbalando, obtener el tiempo que tarda en
caerse si el rozamiento es despreciable.

R.y(x) = é [cosh (\/% t) - 1], t = 0,69 segundos.
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6.12 MOVIMIENTO DE PLANETAS

Durante los siglos XVI-XVIII, el campo de la investigacién mas activo, fue el de
astronomia. Copérnico con la teoria heliocéntrica, después de Galileo; los
cientificos se centraron en estudiar y deducir las 6rbitas planetarias. Sobre la base
de los trabajos de Tycho Brahe y Kepler llegd a enunciar sus tres leyes
fundamentales sobre movimiento de planetas.

Estas tres leyes son: 1) los planetas se mueven en orbitas elipticas ocupando el
Sol uno de los focos de la elipse; 2) el area barrida por el radio vector de un planeta
en tiempos iguales es igual; 3) el cuadrado del periodo de revolucion es
proporcional al cubo de los semiejes mayores de la elipse.

Hay que destacar que estas tres leyes son totalmente empiricas, Newton tuvo el
mérito de obtenerlo estas tres leyes a partir de las leyes de la Mecanica y de la Ley
de Gravitacién Universal.

Se trata de deducir las leyes de Kepler de los movimientos planetarios, a partir
de la ley de la gravitacion de Newton y, con este fin, se estudia el movimiento de
una pequefia particula de masa m (un planeta) bajo la actuacién de una particula
grande fija de masa M (el sol), para mayor simplicidad ubicamos el origen de
coordenadas polares en el sol (M).

~
. A
»/)/

N < 6

M
Figura 6.32: Movimiento planetario.

Denotamos por 1, = (cos(f),sen(f)) vector unitario radial; uUg =
(—sen(8), cos(0)) un vector unitario ortogonal a u,.. Ahora, el vector posicion de
la masam es
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derivando se obtiene

dﬂr i dﬁg -1
a0 U8 gg T TUr

Si F es cualquier fuerza que actia sobre el planeta m, por la segunda Ley de
Newton se cumplema = F.Porlotanto se puede calcular la aceleracién de la masa

m, de
7 =1,

_dF dﬁr+_,dr

VT e "W

_ diu, d9+_)dr

BRAPT P TIPT
ag - dr -

v=r—.u —u
2 de T U

S
y la aceleracién a = ™ derivando se tiene

- d(rﬁa)+z(za)
at %) Tac\ac O

dt
_(d*8 d9 dilg dr d9 d2 dr do di,
A reR it i el Rl e S i e
_d% (d@)z dr do _ +d2r ~ dr de
BT VT T ar tp a2t arar X
dip _ dup d0 dir _
donde & = a0 '3’ a8 = Ug, luego
_ _ (..d%¢  _dr dé a’r a6\?] -
a—( PTORKPTS E)”BJF[F_r(E) ]”r'

ahora como, F = Fyiig + F.ii,, entonces se tiene

d20 _dr db\_ d2r NI . .
m T‘F‘l'ZEE u9+m W_T<E> uT=F9u9+Frur

de donde resultan dos ecuaciones escalares

Fo=m(r + 250 %)
Fr=m [dtz ((Zzi) ] ) (p)

En consecuencia, estas ecuaciones diferenciales de segundo orden dadas en (p)
representan el movimiento del planeta de masa m. Se puede estudiar casos

particulares y también demostrar las tres leyes de Kepler.
i) SiF esuna fuerza central, entonces Fg = 0, asi la primera ecuacion en (p) es

dr d6
2—
dt2+ dtdt =0,
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2d%0

dt?
constante; si h > 0 significa que el planeta m se mueve en sentido antihorario.
Denotando por A(t) el area barrida por un radio central a partir de una
posicion fija de referencia se tiene

dA =21r2dg = 2hdt, A(t) =1 ht,
2 2 2

2
que multiplicando por r se obtiene % (r ) = 0, de modo que r? % =hes

de esta forma A(t,) — A(t,) = %h(tz — ty) lo cual prueba la segunda ley Kepler.

’6 o \ T
i Y 5% :
. 1
p . . 2
A . \ / L
/ ™ o 2 55
r/ \\\ ". r/ /-// . s
€55 . 11
M jm
‘\ /
N i
~,
‘-\_\ s
o FE it

Figura 6.33: Movimiento planetario.

ii) Si F = E. es una fuerza gravitacional central. Por la segunda Ley de gravitacién

GMm ‘7 .
de Newton, F,. = — 2 llevando a la segunda ecuacion en (p) se tiene
d?r <d9>2 GMm
ml—-r{—) | =———
dte? dt r?
donde G es la constante gravitacional y es universal.
d?r do\? GM . .
De — —r (—) = ——-si k = GM ya se puede resolver la ecuacion
dt? dt r2
(%) =% (1)
dat? ac) — r? P1
: . . 1
hacienda el cambio de variable z = - resulta
ar 1 dz 1 dz db 2 df
—=—-—=.—=-—=.—.—,conr“—=~h
dt z2 " dt z2'do dt dt
1 dz h dz
z2'do’'rz2 de
dar dz
dt hde’
derivando
ar_ i(ﬂ)__ d’z d6 d6 _ h
a2~ Tdt\ae) dez dt’adt  r?
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— —h2Z2 dZZ

agz’
reemplazando en la ecuacidn original (p1) resulta
a?z h\? k
_p2,2 (Y K
h*z ao? r(rz) ooz
d?z h?z*
—h?z? - = —kz?
do z
d“z
—hzw — hZZ = —k,
es decir, una ecuacion diferencial
d?z
" TR

que tiene como solucién general
k
z(0) = c;sen(0) + ¢, cos(0) + 7wz
arreglado al eje polar de manera que r sea el minimo cuando 8 = 0, es decir
1 . .
z = —sera maxima en esa direccién. Luego,
dz d?z
—| =0;— <0,
délg dae?lg=g
entonces cuando z"(0) = 0 en la funcién z°(8) = ¢, cos(6) — c,sen(0) resulta

¢, = 0, portanto, z(6) = c, cos(6) + % donde la segunda condicidén afirma que

¢, > 0, de esta forma

h2
&
r= 2 )
1+(C2: )cos(e)
c,h? .
llamando e = 2%— se tiene
-1
c;le
r(@) =———,
( ) 1+ecos(0)

y es la ecuacidén de una conica en coordenadas polares. Se puede describir
segun su excentricidad e; precisamente, sie < 1,7(8) es una elipse; e = 1,7(8)
son parabolas; e > 1, r(8) son hipérbolas. Asi queda demostrada la primera
Ley de Kepler.

iii) Periodo de los planetas. Supongamos que el planeta m tiene érbita eliptica

L . x 2 2 .. .
cuya ecuacion es — + % = 1, sabemos que la excentricidad e se define por

la relacién e = 2 = aZa—bZ’ de donde b? = a?(1 — e?), pero
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Rk h2/k

a=c+r(@=c 1+e ae 1+e

de donde
p—y hZ b2 —_— h4 p—vy @
k(1-e2)’ k2(1-e2) k
Denotando por T el periodo del planeta m, entorno del sol M, entonces de la

2
segunda Ley de Kepler mab = %hT, es decir T2 = h—b cuando asocia

apropiadamente se puede ver

T B —
- N =
,/ - 2
X
S ~a >
/ b = &\m
y < 4
|
/ c e
\ M
5\ p 2
o o
P »
P -
~ o dFF
S S B

Figura 6.34: Elipse con foco en M (sol).

Cabe destacar que la distancia media a del planeta m al foco M es la semisuma
del menor valor de r y el mayor valor de r, es decir

h?/k  h%/k
:—(r(0)+7‘(7f))_ <1_|{e+1—/e>
hZ

~ k(=er)"
Por otro lado la energia total del sistemaes E = V 4+ U, donde

V= lm [rz (2—‘:)2 +

U= f E.dr = —f —rzn = —RTmes la energia potencial

dar 2
(E) ] esla energia cinetica

de modo que

dr(@))z] _ km

de
E(B)-—[(r(@))z ) (dt (0)
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h? dZ)Z] km

_1 200 h
_Em[r ( ).1‘4(9)+(_ 70 —m

_1 h2 2 (E)Z _ km
=;m [rZ(e) th dae r(8)"
El principio de conservacién de la energia nos dice que E(6) es constante en

consecuencia E = E(0), es decir

1 h® km h?/k
E=-m——-——r=1r(0)=
2 T r2 r’ () +e’

1
e = /1+E(;LI;),

de donde r(6) sera una elipse si £ < 0; r(f#) serda una parabola si E =0y
finalmente r(6) sera una hipérbolasi E > 0.m

eliminando r se obtiene

PROBLEMAS 6.9

1. Demuestre que las leyes de Kepler, implican que m es atraida hacia el sol con
una fuerza cuya magnitud es inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia entre m y el sol (este fue el descubrimiento fundamental de Newton,
porque a partir de él propuso su ley de la gravedad e investigd sus

consecuencia).
2. Demuestre que la velocidad V de un planeta en cualquier punto de su 6rbita
esta dada (en médulo) por v =k (% — %)

6.13 MOVIMIENTO DE UN COHETE

La ecuacién diferencial de un cuerpo en caida libre de masa m muy cerca a la
superficie de la Tierra, esta dado por

d?s
mﬁ = —-mg,
. d?s . . _
o simplemente Z="9 donde s representa la distancia de la superficie terrestre

al objeto, siendo la direccion positiva hacia arriba. Aqui se destaca que la distancia
que recorre el objeto es pequefia comparado con el radio R de la Tierra, para
entender; la distancia y del centro de la Tierra al objeto es aproximadamente igual
aR.
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Pero, si ocurre la distancia y a un objeto como una sonda espacial o un cohete

es grande en comparacién de R. cuando esta distancia es grande, se puede
combinar la segunda ley del movimiento de Newton con la ley de gravitacién
universal (de Newton), para deducir una ecuacion diferencial en la variable y.
Supongamos que se dispara un cohete en direccion vertical desde la superficie
terrestre. Considerando positiva hacia arriba y descarta la resistencia del aire, la
ecuacion diferencial del movimiento después de quemar el combustible, es
d?y Mm
mﬁ = —k?
es decir
d?y M

atz T y2? (r)
donde k es una constante de proporcionalidad, mientras que y es la distancia del
centro de la Tierra al cohete, M es la masa de la Tierray m es la masa del cohete.

Mm
Para obtener la constante k, aprovechamos que y = R,conmg = k —z entonces

R? .,
k= gM , luego la ecuacién queda

d?%y R?
ar = 95 (b)

d . C .
pero como v = d—jt/ es la velocidad la ecuacidn (b) se escribe

v _d’y dv_dv dy  dv
dt ~ dt2’ dt  dy ' dt dy
dv R?

Vay =95

2 2
. . v R s ez
al ser variable separable, integrando resulta 5= g7+ c. Para la condicién

inicial, si suponemos que la velocidad del cohete es v = v, cuando acaba el

combustible y que y = R (v(R) = v, en ese momento, entonces hallamos el valor
2

de = %" — gR, por tanto,
2
v2=2gR7+v§—ZgR, (0

es la ecuacién que se puede emplear para determinar la velocidad minima,
necesaria para que un cohete salga de la atraccion gravitatoria terrestre.m

VELOCIDAD DE ESCAPE

Si lanzamos una piedra al aire esta volvera a caer debido a la fuerza gravitatoria
de la Tierra. ;Existe alguna velocidad a la que la piedra ya no volvera? De esta
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interrogante nos ocuparemos precisamente. Para que un proyectil abandone la
Tierra, este debe vencer la fuerza de gravedad. La velocidad de escape depende de
la forma del potencial gravitatorio en el que se encuentra el proyectil, por lo que
el planteamiento seria ligeramente distinto si el punto de partida estd en el
interior o en exterior del astro.

Avelocidades inferiores a la del escape, el proyectil se convertiria en un satélite
artificial en orbita eliptica alrededor del astro que lo atraiga; mientras que, para
velocidades superiores a la de escape, se alejaria definitivamente de la Tierra o
astro desde que se lanzo.

La férmula para calcularla, se puede deducir a partir de la dltima ecuacion
arriba (c), o también por otro método, como estan relacionadas con la energia

cinética y energia potencial, se tiene E, = %mvz, E, =—-G MTm, luego el principio
de conservacion de energia, al imponemos la condicién de que el objeto se aleje
hasta una distancia infinita y quede en reposo, significa que

%mve2 -G Iv;fm =0,

y se obtiene la velocidad de escape

2GM
Ve = R = ,/ZgR,

donde, M es la masa del astro; m es la masa del proyectil, G es la constante de
gravitacion universal; R es el radio del astro; g es la intensidad del campo
gravitatorio en la superficie del astro.

Ejemplo 33. Determine la velocidad de escape de una nave de masam = 1400 kg
lanzado desde la superficie terrestre.

Solucién. Conocemos los siguientes datos: radio de la Tierra R = 6,37x10%%km =
6370x10% m; masa de la Tierra M = 5,98x10%* kg; constante de gravitacién
universal G = 6,672x1071* N.m?/kg? , reemplazando todo estos datos en la
férmula

26M 2x6,672x10711x5,98x102%4

R 6370x103
=11172,01m/s = 11,2km/s .

Asi, resulta que para nuestro planeta la velocidad de escape es de 11,2 km/s,y
que este calculo no interviene la masa de la nave. m

Ve =

337



PROBLEMAS 6.10

Demuestre que la velocidad de escape del cohete es vy = \/Zg—R
Determine la velocidad de escape en la Tierra.

Calcule la velocidad de escape en la Luna, siendo g = 0,165y R = 1080 mi.
Determine la velocidad de escape del Sol.

Halle la velocidad de escape de Marte.

g W e

6.14 CIRCUITO ELECTRICOS SIMPLES

Uno de los procesos fisicos importantes que puede modelarse mediante
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden es el flujo de
energia eléctrica en un circuito. Las dos medidas basicas de flujo de energia en un
circuito son la corriente y el voltaje. Las leyes de Newton, permiten asociar
relaciones entre fuerzas que afectan a un sistema mecanico. Similarmente, las
leyes de Kirchhoff (1824-1887) permiten asociar relaciones entre los elementos
que proveen y usan energia en un circuito eléctrico. Un circuito es un dispositivo
que permite la circulacién de un campo eléctrico; y un campo eléctrico es el campo
de fuerzas vinculado a una carga eléctrica; mientras que la carga eléctrica, son de
dos tipos: positiva y negativa. El principio general sefiala que cargas iguales se
atraeny cargas opuestas se repelen (Boyce, 2005).

Existe una similitud entre un circuito eléctrico y un sistema mecanico, esta
comparacion es como se explica en la siguiente tabla.

Circuito eléctrico Sistema mecanico
d?q dg 1 d?x dx

LFZ—RE—EC[-FE(Q mﬁz—kx—ba+F(t)
Carga: q (culombios) Desplazamiento: x
Corriente: I = % (amperios) Velocidad: v = %
Inductancia: L (henrios) Masa: m
Resistencia: R (ohmios) Amortiguamiento: b
Capacitancia: C (faradios) Constante del resorte: k

Voltaje aplicado, fem, E(t) (voltios)  Fuerza externa: F(t)
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Se utiliza los nombres de mucho de los primeros investigadores en

electricidad para las unidades eléctricas. Se tiene: Ohms (George Simon
Ohm, 1787-1854), fisico aleman; henries (Joseph Henry, 1797-1878), fisico
estadounidense; farads (Michael Faraday, 1791-1867), cientifico inglés;
volts (Alessandro Volta, 1745-1827), fisico italiano; Couloms (Charles
Augusto de Coulomb, 1736-1806) fisico francés. Gustav Robert Kirchhoff
(1824-1887), fisico aleman que estudié las propiedades de los primeros
circuitos eléctricos. Andre Maric Ampére (1775-1836), matematico francés
y filésofo, se le reconoce por su aporte a la electrodindmica.

En un circuito eléctrico se reconocen elementos activos y pasivos, los activos
son: pila, baterfa, motores eléctricos, los pasivos: resistores, inductores y
capacitores. El estudio de un circuito eléctrico esta formado por un resistor y un
capacitor, donde se aplica cierta fuerza electromotriz.

Consideremos un circuito eléctrico elemental que consta de una fuerza
electromotriz (bateria o generador), una resistencia, una bobina y un
condensador en serie. Estos circuitos se rigen por dos principios fisicos: la
conservacion de la carga eléctrica y la conservacion de la energia (figura 6.35). Las
leyes que formulan estos principios son las leyes de Kirchhoff que establecen:

i) La corriente I que pasa a través de cada elemento de un circuito en serie debe
ser la misma.

ii) La suma algebraica de los cambios instantaneos de potencial (caida de voltaje)
en un circuito cerrado debe ser cero.

En cada elemento la caida de voltaje es la siguiente:

a) Segun la ley de Ohm, la caida de voltaje en una resistencia es proporcional a la
corriente I que pasa por ella, es decir, Er = RI, donde R es la resistencia.

b) Seguln las leyes de Faraday y Lenz, la caida de voltaje en una resistencia es
proporcional a la razén de cambio instantanea de la corriente I que pasa por

. di . .
ella, es decir, E;, = L e donde L es la inductancia.
c) La caida de voltaje en un condensador es proporcional a la carga eléctrica g
: 1 . . 1
del condensador, es decir; E. = =4 donde C es la capacitancia y - es la

elastancia.
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Figura 6.35: Circuito LRC en serie.

. . : d :
Se sabe que la carga y la corriente estan relacionado por I = d—z. Aplicaremos

esta teoria para determinar la carga q(t) y I(t) en un circuito en el que se conectan
un inductor o bobina de L henrios, una resistencia de R ohmios, un condensador
o capacitor de C faradios y un generador de voltaje cuya fuerza electromotriz esta
dada por la funcion E(t) voltios, segin la segunda ley de Kirchhoff se tiene

dl 1
LE+R1+Eq_E(t)'

pero como
dq dI d?q
=% @~
resulta la ecuacion diferencial de segundo orden para calcular la carga eléctrica
en el condensador
2
LA+ R+ 2q = E(®), 1)
si es un problema con valor inicial se toma q(0) = g, y I(0) = I,.
Se puede observar que si de la ecuacion
dl 1
Ldt+R1+Cq =E(t)
derivamos en ambos miembros respecto a t, se obtiene la ecuacion diferencial de
segundo orden de la corriente eléctrica
d?1 ar 1 dE(t
L+ R +21 =20, 2)
Ejemplo 34. Un circuito en serie consta de un inductor de 0,25 H, una resistencia
de 40 Q, capacitor de 4x10~* F y una fuerza electromotriz dada por E(t) =

5sen(100t) V. Si la corriente inicial y la carga inicial en el capacitor son ambas
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cero, obtener la carga en el capacitor y la corriente eléctrica del circuito para
cualquier tiempo t positivo.

Solucién. Reemplazamos los datos: L=025H, R=40Q , C=4x10"*F y
E(t) = 5sen(100t) Venla ecuaci()n diferencial (1) resulta

0, 2544 1oz 14 40 + —q = 5s5en(100¢t),

es decir,
dtz 14 160 + 10000qg = 20sen(100t),

al ser una ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes constantes, la
solucién de la parte homogénea es
qn(t) = (cq cos(60t) + c,sen(60t)e =80t
Para encontrar la solucién particular gq,(t), usamos el método de los

coeficientes indeterminados, y es

qp(t) = —8%0 cos(100t),
de manera que la solucién general para la carga resulta

q(t) = (¢4 cos(60t) + c,sen(60t)e ™80t — 8%()cos(lOOt),

en seguida aplicamos las condiciones iniciales g(0) = 0y q'(0) = 0 para
encontrar las constantes arbitrarias

c;, =800"1yc, =600"1,
por lo tanto, la ecuacion de la carga en el capacitor es

1 1 -got _ 1
q(t) = (800 cos(60t) + 00 sen(60t) 500 cos(100¢).
q( )

Por lado para hallar la corriente eléctrica se aplica I(t) = que luego de
derivar y simplificar se obtiene
I(t) = ‘8°tsen(60t) + = sen(lOOt) m
Ejemplo 35. Un circuito en serie consta de un mductor de 0,5 H, una resistencia
de 10 Q, capacitor de 1072 F y una fuerza electromotriz dada por E(t) = 12
voltios. Si la corriente inicial y la carga inicial en el capacitor son ambas cero,
obtener la carga en el capacitor y la corriente eléctrica del circuito para cualquier
tiempo t positivo; la corriente al cabo de :—0 segundos.
Solucion. Reemplazamos los datos: L = 0,25 H,R=10Q,C =10"2Fy E(t) =
12 V en la ecuacion diferencial (1) resulta
2, —
OSdt2 +1O +1O q=12,

es decir,
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2
3+ 2052+ 200q = 24,
al ser una ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes constantes, la
solucidén de la parte homogénea es
qn(t) = (¢, cos(10t) + cysen(10t)e™10¢,
Para encontrar la soluciéon particular g,(t), usamos el método de los

coeficientes indeterminados, y es
3
qp(t) = E’
de manera que la solucién general para la carga resulta
q(t) = (cq cos(10t) + c,sen(10t)e 10 + %,
en seguida aplicamos las condiciones iniciales g(0) = 0y q'(0) = 0 (pues I(0) =
0) para encontrar las constantes arbitrarias
3 3
==Y ="5,
por lo tanto, la ecuacion de la carga en el capacitor es
— (=3 _3 -10t 4 3
q(t) = (25 cos(10t) e sen(lOt) e tom

Por otro lado para hallar la corriente eléctrica se aplica I(t) = dz—(:) que luego
de derivar y simplificar se obtiene
1(t) = %e‘lmsen(mt) .
Mientras que, cuando t = Z_o la corriente es
12 —10(% 6v2 _T
I(:—O) ==e (40)sen(10n/40) =—e¢ ..
-2t

Ejemplo 36. Un circuito tiene una fuerza electromotriz 10e voltios, una
resistencia de 10 ohmios y una capacitancia de 0,02 faradios. Si g(0) = 0, obtener:
a) la carga y la intensidad de la corriente en cualquier instante t; b) la carga

maxima y el tiempo necesario para obtener la carga maxima.

Solucién. Tenemos caida en el condensador% = ﬁ = 50q; caida de voltaje en la

resistencia IR = 101, voltaje E = 10e~2t.
a) Por la segunda ley de Kirchhoff se tiene 10/ + 50q = 10e~%¢, pero como I =
dq

C fan d _ .
-, entonces la ecuacién queda asi 10. d—z + 50q = 10e™2%¢, es decir

d

d—Z+ 5q = e 2t con q(0) = 0,
ecuacion lineal que tiene como solucion al problema de valor inicial y es la
carga
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q(t) = l -2t _ le—St_

2 _ 5 _
La intensidad de la corriente es I = d— es decir I(t) = E —3e 2t 4 275t

|
;s dq . 2 -2t 5 —5¢
b) La carga maxima ocurre cuando prl 0, es decir —je Tt tje = 0 de
donde

me)
t= TZ ~ 0,31 segundos,

para este tiempo la carga es q(0,31) = 0,11 culombios. m
Ejemplo 37. Un circuito RLC en serie tiene una fem dada por sen(100t) voltios,
un resistor de 0,02 ohmios, un inductor de 0,001 henrios y un capacitor de 2
faradios. Si la corriente inicial y la carga inicial son ceros. Obtener la corriente del
circuito cuando t es positivo.
Solucidn. Se tiene los datos: inductancia L = 0,001 henrios; capacitancia C = 2
faradios, resistencia R = 0,02 ohmios; fuerza electromotriz E(t) = sen(100t)

voltios, y dado que la ecuacién es de la forma
dE(t)
Ldt2+R T4l I——dt ,
se tiene la ecuacion diferencial
2

d-1 dl
0,001 a2 +0 02d— + 0,57 = 100cos(100t)

O bien
d?1 dl
P + 20—+ 500/ = 100000cos(100t)

dt
tiene como solucién general

1(t) = e~ 1%¢; cos(20t) + c,sen(20t)] + @sen(loot) — 3809 =, €0s(100t)  (b)
ademas cumplen las condiciones iniciales 1(0) = 0,q(0) = 0, como | = %,

1(0) = q'(0), pero como
LI'(8) + RI(E) +q(t) = E(®),
es decir, aqui aplicamos la condicidn iniciales
0,0011°(0) + 0,021(0) + 0,5(0) = sen(0)
de aqui resulta que I'(0) = 0.

cy . . 3800 .
En la ecuacién (b) aplicamos 1(0) = 0 se obtiene ¢; = ~,, mientras que para

, 2100 ., . e
I'(0) = Oresultac, = — ey Finalmente, la solucién con valor inicial, es
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_ ,—10t [3800 _ 2100 800 _ 3800
I(t) =e [377 cos(20t) e sen(ZOt)] +t5 sen(100t) pyre cos(100t).m

800 3800

PROBLEMAS 6.11

1. Se tiene un circuito como se muestra en la figura. Determinar: a) la ecuaciéon
diferencial de la carga en un tiempo ¢; b) la carga y la intensidad de la corriente
en t, si el interruptor ent = 0, la carga es nula.

R =Iohmios

AN

fem (H_ ::) E —senit) ==C=002
+ faradios
=025 henrios

W

Figura 6.36: circuito RC.

— o2t [160 _ 1o 760 _ 160 .
Rqt)=e [377 cos(4t) P sen(4t)] +3 sen(t) 5, Cos(t);
— p-2t|_760 _ %0 760 160
It)=e [ po cos(4t) po sen(4t)] +3; cos(t) + po sen(t).
. 1 . .
2. Un condensador de capacitancia = faradios con una carga de 0,05 culombios

esta conectado en series con una bobina de inductancia 2 henrios y una
resistencia de 28 ohmios, y descarga enviando una corriente por el circuito. Si
la corriente es inicialmente cero; obtener la carga y la corriente, ;Cuanto es la
corriente al cabo de 1/10 segundos?

R.I = 1,22 amperios; g = 0,00245 culombios.

3. Se conecta un circuito en serie con un inductor de 0,5 H, una resistencia de 6
Q, un condensador de 0,02 F y una fuente de voltaje alterno dado por
24sen(10t). Si inicialmente la carga en el condensador y la corriente en el
circuito son cero; determinar la carga y la corriente en el tiempo t.

4. Un circuito de una bobina, cuya inductancia es L y resistencia despreciable
conectada en serie con un condensador de capacitancia C y una fuerza
electromotriz 120sen(250t) voltios. Suponiendo que la carga en el
condensador y la corriente en el circuito son cero cuanto t =0; y L =2
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. 2 : .
henrios y C = To6 faradios, encontrar la corriente para 0,01 segundos; los

valores entre las cuales varia la corriente.
R.% [cos(2,5) — cos(5)] amperios; — %y%amperios, magnitud méxima:—samperios.

5. Un circuito consta de una inductancia de 0,2 henrios, una resistencia de 4
ohmios y un condensador 0,0,1 faradios. Determinar la corriente y la carga en
el tiempo t, si g(0) = 0,5 culombios; I(0) = —1 amperios.

R.q(t) = e 10t E cos(20¢t) + isen(ZOt)], 1(t) = e~ 10t [—125en(20t) — cos(20t)].

6. Un circuito consta de una inductancia de 0,5 henrios, una resistencia de 20
ohmios, un condensador cuya capacidad es 0,0025 faradios y una fem 100
voltios. Determine la carga y la corriente, sabiendo que q(0) = 0, 1(0) = 0.
R.q(t) = %e‘z‘"[— cos(20t) — sen(20t)] + 0,25; I(t) = 10e~2%tsen(20t).

7. Resuelve el problema 6, sabiendo que la fem es E = 10sen(10t).
6.15 APLICACION A LA ECONOMIA

Planteamos problemas basados en la oferta y la demanda, ademas, el modelo
estudiado por F. Dresch y el modelo tratado por Phillips (Sydsaeter, 1996).
Problema 1. Tenemos un mercado en el que la demanda y la oferta estan
influenciadas por los precios corrientes y las tendencias de esos precios, que se
manifiestan no sélo cuando esos precios aumentan o disminuyen sino cuando
conocemos como aumentan o disminuyen en unos determinado ratios. Asumimos
que: La oferta de un bien es S = —5 + 10P — 3P’ + 6P"’; la demanda D = 5p"’ —
11p’ — 5p + 1. Calcular la trayectoria temporal del precio y el precio de equilibrio.
Solucién. Cuando hay equilibrio la oferta es igual que la demanda S = D, es decir

—5+10P —3P' + 6P" =5p" —11p' —5p + 1,
una ecuacion de segundo orden p"’ + 8p’ + 15p = 6, donde la solucién a la parte
homogénea es

pr(t) = cie™3t + ce ™,

aplicando el método de coeficientes indeterminados se asume como solucion
particular p, (t) = A, donde A = E; es decir tl_i)grnoop(t) =p.(t) = %es el precio de
equilibrio, luego la solucién general es

p(t) = cie 3t + c,e >t + E [

EL MODELO DE: F. DRESCH
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Problema 2. El modelo que se debe a F. Dresch (Sydsaeter, 1996), senala que la
tasa de aumentos de precios es proporcional al total acumulado de todos los
excesos de demandas pasados. El modelo es

P =c[ D) - SP)]dz conc > 0.
Si consideramos ¢ = 5, D(p(t)) = —3p + 6, S(p(t)) = 5p + 8. Con estos datos
obtener la ecuacion diferencial de segundo orden y la solucidn general.
Solucion sustituyendo los datos se tiene

t
pTﬂ=5f [6 —3p —5p — 8] dz

que aplicando teorema fundamental del calculo se reduce a

p" () = 5(=8p(t) — 2),
como la ecuacion es p"’ + 40p = —10, es ya conocido al resolver tiene como
solucién general

p(t) = clcos(Z\/Et) + czsen(th) - %. [
MODELO DE PHILLIPS

Problema 3. En el modelo de Phillips (Chiang, 2006); con base empirica, se da una
relacion entre la tasa de crecimiento del salario en dinero y la tasa de desempleo.

Esto, en un mercado de trabajo.
S

Y =f(z)=a—-bzconf'(z) <0, (1)

S
donde s represntan los salarios y z la tasa de desempleo, para este problema se ha

considerado lineal con a y b positivos.
Resulta que si % > 0 esto indica que el costo creciente del salario monetario nos
lleva a una situacion inflacionaria, entonces también sefiala que la tasa de inflacién
serd una funcién de z.

Pero, comportamiento de la presién inflacionaria puede ser comparada por un
aumento de productividad laboral, que se asume exdgena y se denota por Q.

P’ . L .
Entonces, denotando por — como la tasa de inflacién (tasa de crecimiento de

precios) se escribe

P_s_

7=5"0 (2)
cambiando las férmulas (1) y (2) se obtiene

%=a—bz—Q. 3)
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Sostiene Friedman que, si una tendencia inflacionaria ha estado en actividad
por bastante tiempo, las personas tienden a formar ciertas expectativas de
inflacion que mas tarde intentan a incorporar a sus demandas de salario
monetario. Estudiemos el modelo

S:’=f(z)+uxcon0£u£1,

donde x es la tasa esperada de inflacion lo cual si agregamos en (3) resulta

%za—bz—Q+uxcon0SuSl. (4)

Una féormula que nos da las expectativas aumentadas de Phillips. Ahora como
se ha introducido una nueva variable para denotar la tasa de inflacién, entonces
es necesario formular una hip6tesis de como se forman dichas expectativas. Para
obtener éxito, hay que buscar una funciéon que nos describa el patréon de x
conforme pase el tiempo en el caso de que la tasa de crecimiento de los precios
(tasa de inflacion real) esta relacionada con la tasa esperada x,

dx Pr
—=v(——x) con0<v <1 (5)
dt P
Formula que nos da las expectativas adaptativas de Phillips, lo sefala esta
férmula que es la discrepancia entre la inflacién real y la esperada. La ecuacién (4)
y (5) tiene tres variables, esto sugiere encontrar otra ecuaciéon que explique mejor
la variable z. Entonces es precisos formular varias precisiones.
Consideremos una politica monetaria, como la ecuacién
dz Mr  Pr
—=—k(———) conk >0 6
dt M P =0, (6)
, M1 pr .. . Mr i s
aqui - — —nos da el crecimiento de dinero real y 2 €S la tasa de crecimiento de
la masa monetaria. Buscamos la trayectoria temporal de x, partimos de las
siguientes ecuaciones:

(i) Expectativas aumentadas de Philips

%:a—bZ—Q+ux con0<u<l.

(ii) Expectativas adaptativas de Phillips
E=1J(ﬂ—x)con0 <v<l
dt P
(iii)  Politicas monetarias
& —k(M—ﬂ) conk > 0.
P

dt M
Sustituyendo (3) en (5) obtenemos
a P
d—::v(F—x) =v(l@a—-bz—-Q)—v(l—wx, (¥

derivando resulta
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d?x dz dx
F = —UbE—U(l —U)E,
reemplazando (iii), se obtiene
d?x M1 Pr dx
= vk (5= 0) v -0
por otro lado, sabemos que partiendo de (5)
P"  ldx N
P vdt
sustituyendo en (*) y ordenando
x4 bk + v(1— )] + vblex = vbk 2 7
dt? dt M’

Esta es la ecuacién diferencial de segundo orden que resulta y que se debe
resolver cuando se tiene los datos.
Ejemplo 37. En cierto pais se ha encontrado las siguientes relaciones:
Expectativas aumentadas de Phillips,

p=-3z+x+ é.
Expectativas adaptativas de Phillips,

dx 3
priaiol (Al
Politica monetaria
dz 1
= = —;(m=p).

Se pide encontrar las trayectorias temporales de la tasa esperada de inflacion
x(t), tasa de crecimiento de los precios p(t) y la tasa de desempleo z(t).
Solucion. Tenemos las siguientes referencias
Datos del problema Ecuaciones de referencia:

p:%—3z+x %:a—bz—Q+ux
dx _ 3 dx p'

pria b (k) - v

az 1 az Mr  Pr
w="zmp) w65

u = 1. Luego la ecuacién a usar es
d?x dx M/
=t [bk +v(1— u)]a+ vbkx = vbkﬁ,
reemplazando los pardmetros se obtiene
d?x 1 3 dx 3,1 3,1 Mr
@R HIa-D|E e =100
es decir, la ecuacion

-
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La solucién de la parte homogénea es

xp(t) = [clcos G t) + cysen G t)] et

para encontrar la solucion particular lo hacemos por coeficientes

indeterminados, se asume como x, (t) = Ay como x', (t) = x"',(t) = 0 resulta

M1 ’ Mr £z
que A = - sl xp (t) = I Por tanto, la solucién general es

x(t) = [clcos G t) + cysen G t)] e_%t + %

Por otro lado, se tiene que

dx

=3(p—
pri il (A I

derivando la solucion, luego igualando y despejando p(t), resulta
3 I

p(t) = [czcos G t) —cy5en G t)] e"at + %

similarmente de
1
p(t) =2 —32(t) + x(t)
i -1_1 1

se tiene z(t) = = 3p(t) + 3x(t),

que reemplazando aqui p(t) y x(t) se obtiene
3

z(t) = %8 - %e at [(61 — Cy)CoS G t) + (c; — cq)sen G t)]

PROBLEMAS 6.12

1. En cierto pais se ha encontrado las siguientes relaciones:
Expectativas aumentadas de Phillips,
p=-2z+x+ %.
Expectativas adaptativas de Phillips,

dx 1

= 2@ %)
Politica monetaria

daz

— = —(m—Dp).

dt
Se pide encontrar las trayectorias temporales de la tasa esperada de inflaciéon

x(t), tasa de crecimiento de los precios p(t) y la tasa de desempleo z(t).
R.x(t) = cie™ + cpte™ + % p(t) = e t(—cy + 2¢c, — tcy) + % ;2(t) = §+
e ey + cp(t — D).
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CAPITULO I 7

TEOREMA DE EXISTENCIA'Y UNICIDAD

7.1 INTRODUCCION

Uno de los teoremas que tiene importancia en el estudio de ecuaciones
diferenciales ordinarias es el teorema de existencia y unicidad. E1 motivo de su
importancia esta en que se dan ciertas condiciones iniciales, también es conocido
como problema de Cauchy, entonces un problema de este tipo tiene dos elementos,
la ecuacidn diferencial ordinaria y una condicién inicial.

Consideremos el Problema de Cauchy:
dx
{E = f(t,x), Vx € I.
x(to) = xo
Antes de formular y analizar los teoremas concernientes a (1), daremos algunos

(1

ejemplos para luego enfocar el problema.

Ejemplo 1. Sea la ecuacién Cauchy

dat
x(1)=0
Vemos que x(t) = 0,Vx € R es una solucion constante, pero también lo es
0, x<1
x(0) = {(x -1D%x>71

ambas satisfacen la condicién inicial, asi el problema tiene al menos dos
soluciones. m
Ejemplo 2. Sea la ecuacion Cauchy

(e

En este caso x(t) = 0,Vx € R es una solucion constante, pero también lo es
1
x(t) = — ceER

también es solucién de la ecuacion diferencial, pero en la segunda solucién no
podemos encontrar ¢ € R tal que verifique x(0) = 0. m
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Ejemplo 3. Sea

dx
{tz =x+1 .

x(0) = -1
En este caso x(t) = —1,Vx € R es una solucién constante. Por otro lado,
separando variables e integrando se obtiene

x(t)=—1+4ct,c €R.
Ambas satisfacen la condicidn inicial, por tanto, este problema de valor inicial

tiene infinitas soluciones. m
Ejemplo 4. Sea

x(0) = -2

Aqui x(t) = 0,Vx € R es una solucion constante, sin embargo

x(t) = (2t +¢)?,
no tiene soluciones. Pues al ser x(0) = —2 no es posible satisfacer, puesto que la
ecuacidn diferencial esta definida s6losix = 0. m

Ejemplo 5. Sea
{ﬂ =4t
dt

x(0) =2
La ecuacién diferencial tiene como solucion
x(t)=t*+2,

y es Gnica.m

De estos ejemplos puede verse claramente que un problema de valor inicial o
problema de Cauchy, puede no tener soluciones, tener mas de una solucién o tener
exactamente una solucion. Esta observacion nos lleva a dos preguntas. ;Bajo qué
condiciones un problema de Cauchy tiene al menos una solucién? Esto es un
problema de existencia; ;Bajo qué condiciones dicho problema tiene solucién
unica? Esto es un problema de unicidad. A los teoremas que establecen dichas
condiciones se les llama Teorema de Existencia y Unicidad.

PROBLEMAS 7.1
Analice la existencia y la unicidad de soluciones de las ecuaciones diferenciales.
2) { x' =3t
x(0) =3
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7.2 TEOREMA DE PICARD

El método de iteracion de Picard se utiliza para estudiar y analizar la existencia y
unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales. Es decir. Es decir, el método
proporciona una técnica iterativa y aproxima soluciones, naturalmente no sera
muy sencillo, ya que después de la segunda iteracion las integrales se vuelven cada
vez mas complicada.

El matematico aleman Rudolf Lipschitz (1832 - 1903), fue quien enuncié una
condicion de la funcién f(t, x) que son mas fuertes que la continuidad en x; pero,
mas débil que la diferenciabildad con respecto a x. Naturalmente esta condicion
simplificd la teoria de Cauchy relacionada con la existencia y unicidad de las
soluciones de la ecuacion diferencial.

Explicacion del método. Sea el problema de valor inicial

{%=f(t,x),VxEI )

x(to) = xo
siendo f continua en el rectangulo que contiene al punto (t,,xy). En (1)
integramos en ambos miembros de la ecuacién diferencial respecto t obtenemos,

t
x(t) =c+ ftof(s,x(s))ds,
como x(ty) = x, se tiene xq = ¢ + fttoo f(s,x(s))ds, entonces ¢ = x,. Por lo tanto,
t
x(t) = xo + ftof(s,x(s))ds (2)
Por otro lado, si se parte de (2) se llega a (1); implica que (1) y (2) significa lo

mismo. Considerando (2) se trata de resolver aplicando un método de
aproximaciones sucesivas. Supongamos que x,(t) sea continua, se asume que
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Xo(t), y como f(t,xy(t)) s6lo depende de t, entonces da lugar la integracién en

(2),

x1(8) = xo + [ f(5,%0())ds

continuamos,
x1(8) = %o + [ f(s,x1())ds,

se asume que esta nueva funcién mejora la aproximacion de la solucion,
x3(8) = Xo + [, f(5,%2())ds.

Por tanto, lo que sigue es una sucesion de funciones x; (t), x (t), x3(t), ..., donde
el n-ésimo término es

Xn () = xo + ft’; f(s,xp_1(s))ds,n=1,23,... (3)
La aplicacién reiterada del resultado (3) se denomina método de iteracién de
Picard. No es siempre evidente que la sucesion {x,(t)} converja a una funcién
explicita.

Ejemplo 6. Resuelve el problema de valor inicial utilizando el método de Picard,

dx
L oXt 1,x(0) = —2.
Solucion. En este problema, vemos que t, = 0,x, = —2, entonces xy(t) = -2y

f(s, xn_l(s)) = x,_1(s) + 1. De esta forma la ecuacién (3) se transforma
%(8) = =2+ [[(%o(s) + Dds = =2 + [;(~2 + Dds
=-2-t,
() = =2+ [ (xy(s) + Dds = =2 + [ (=2 — t + 1)ds

=—2-t-5
2

xg(t) = =2+ [3(ep(s) + Ddds = —2+ [ (=2 =t == + 1) ds

=—2-t-5-L,
2! 3!

t
x,(t) = =2+ fo (x3(s) + Dds
t 2 3 2 3 4
=—2+f(-2—t-S-S+1)as=-2-t-2--C,
0 2 3! 20 31 4!
Por induccioén, se puede observar que el término enésimo de aproximacion es
t2 3t "
xn(t)=—2—t—5—;—z ———— Y
n tk
= 1= =175
Era de esperar este resultado explicita, esta sucesion {x,(t)} es facil de
entender cuandon — oy converjaax(t) = —1 —et. m
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Ejemplo 7. Utiliza el método de Picard y resuelve el problema
x'=t+x x(0)=1.
Solucién. Como se trata de un problema de Cuachy, la ecuacion es equivalente a
x(t) =1+ fot(s + x(s)ds.

Esto nos puede servir para buscar una solucién por aproximacién. Definimos la

sucesion
xo(t) =1
x, () =1+ fot(s + xp_1(s))ds,n > 1,

evaluacion sucesivamente
¢ ¢
x(t) =1 +f (s+x9(s))ds=1 +f (s+1)ds
0 B 0
xl(t) = 1 +t+?,

2
xz(t) =1 _l_fot(s +x1(s))ds =1+ f;(s +1+s +57)ds,
3

, t
() =1+t+t2+—

t t 53
x3(t)=1+f (S+xz(5))d5=1+f <s+1+s+sz+?>ds
0

0
4

3
x() =1+t +t2+ S+,

t t 3 g4
x4(t):1+f(5+x3(5))d5=1+f <S+1+s+s +3+12)d
0

5
() =1+t+t2+5 +—+;—0

Generalizando
n
@ =—x—1+2[1+e+S+4 0084400 ]

tomando limite sin — oo, se tiene lim xn(t) = x(t) = —t —1+2et. m
n—-oo

n

t — (o]
Nota. et = Zn:OF
La convergencia es un serio problema a la hora de buscar la funcién solucion.

Las ecuaciones diferenciales no lineales es posible que no existan en todo el
intervalo I que contiene a t; esto dificulta la convergencia de las iteraciones de

Picard sobre la base x,,(t) de x(t) = xy + ftz f(x, x(s))ds.
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Entonces la formalizar la idea donde converger, vamos a buscar un intervalo,
un lugar donde podrian estar localizado todas las curvas de las iteraciones de
Picard. Es decir |x,, (t)| < M; con M; constante. Veamos esto como un problema
Problema 1. Siendo k; > 0, k; > 0 constante, talque

0<t—ty<kylx—x| <k,

Determine k = max |f(t,x)| siendo f = min {kl, ﬁ} Por tanto,
(tx)en R k

|xn(t)_x0| < klt_to|IVt[tO:t0+B]- (1)

Solucion. La desigualdad (1) con n = 1,2,3,4, ..., sefiala que la sucesion x,, esta
atrapado entre las rectas,

x—x9=k(t—ty) ()
y

x—xo =k(t—ty) (b)

Estas dos rectas (a) y (b) pueden salir del rectangulo segiin se tomen el valor

de t. Entonces tiene dos casos

Parat =ty + fsik; < % se observa en la figura 7.1.

X
.\;,o k., X Rgkoeair
X
-k, t--- |
te te-£ t

Figura 7.1: Caso en que 8 = k;.
Parat =ty + k—kz siky > k—kz se observa en la figura 7.2.
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to to+8 t

Figura 7.2: Caso en que § = ’;—2 .

Esto se resume en que la grafica de x, (t) se encuentra en el rectangulo para el
intervalo t € [t,, t, + B]. Por tanto, para analizar (1) se puede utilizar induccién
matematica para n. Veamos paran = 0, se cumple que x,(t) = x.

Asumiendo que se cumple para n = i, verificamos que se cumple paran =i +
1. Es decir, como es cierto para

l; () — x0| < K|t — to]
de manera que se deduce de inmediato

l2142.(8) = %ol = | [, f (5, x1(5)ds|
< fttolf(S,xi(s)Ids < k|t —tyl, Vt € [to, to + L.

Por lo tanto, se cumple V n, y queda demostrado. m
Problema 2. Si

v(t) <L ftto v(s)ds,conv(t) >0 (2)

entonces v(t) = 0.
Solucidn. En (2), podriamos derivar miembro a miembro, y ver qué sucede

(estamos forzando la integracion), entonces
dv(t)
— <
T Lv(t),
que es lo miso decir
dv(t)
_— <
— Lv(t) < 0.

En el primer miembro de la desigualdad hay que verlo como si fuera una
ecuacion diferencial lineal, de manera que tiene el factor integrante u(t) =
e~L(t=t) y multiplicando en ambos miembros se tiene
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e‘L(t‘to)dZ—(tt) — Le L=ty (t) < 0,

£ [oLe-y()] < 0
de donde
e Lt=tdy(t) <,
con ¢ constante al ser t = t,, ¢ = v(ty), entonces
e L=t y(t) < v(ty).
Pero v(t,) tiene que ser nula, cuando v(t) es positiva y cumple (2), es decir
e Lt-tdy(t) <0,
de donde para que se cumpla debeserv(t) =0.m

PROBLEMAS 7.2

1. Determine las iteraciones de Picard para el problema de valor inicial x" =
tx + 1, x(0) = 0. Halle la funcioén a la cual converge.
2. Calcule las tres primeras iteraciones de Picard para el problema de valor

inicial % =2t? +x2,x(0) = 1.

3. Determine las primera cuatro iteraciones de Picard para el problema de
valor inicial % =2x% + et x(0) = 0.

4. Utiliza el método de aproximacion de Picard para resolver el problema de

valor inicial:
a) x' =x,x(0)=1.

R. x(t) = et.
b) x' =x—1t,x(0) =1.
d
c) d—f =x,x(ty) = xo
R. xn(t) =Xy Z?:O (t_;?)n, x(t) = xoet‘to.
dx
d) — = tx,x(0) = 1.

e) %+ tx = —t,x(0) = 0.
) x'—x=etx(0)=1.
dx

g — =x%x(0)=0.
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7.3 FUNCIONES LIPSCHITZIANA

Definicion 7.1. Sea f: IxR — R una funciéony L > 0. Se dice que f es globalmente
Lipschitz con respecto a la segunda variable, con constante de Lipschitz L, si para
cadax,y € Ryparacadat € [ se tiene
If (&, %) = f(&, ) < Llx —yl.
Definicion 7.2. una aplicaciéon f:V c IxR — R es localmente Lipschitz en el
conjunto abierto V, cuando un punto arbitrario (ty, x,) € V, existe una constante
0 < Lo y un entorno V, c V del punto (ty, xo) y que
lf (%) = (&, ¥)| < Lolx = y1, Y (to, %), (to, ¥) € Vo.

Es decir, una aplicacién es localmente Lipschitz en un abierto V si es posible

definir una constante de Lipschitz entorno a cualquier punto (t,, x,) € V. Podria
ocurrir que la constante de Lipschitz se extienda, es decir, que corra hacia el
infinito en el intento se busca que V,, cubra a todo V.
Observacion. Los espacios métricos son el marco natural para la definicion de las
funciones de Lipschitz. Cuando requerimos ser mas precisos, diremos que f es una
aplicacién L-Lipschitz. Cualquier aplicaciéon L-Lipschitz con L <1 es, por
definicién L-contractiva.

En el caso de una funciéon f:R — R, la interpretacion geométrica de las
aplicaciones L-Lipschitz, su grafica cumple,

{(t,x) eR*:x = f(B)} € C(to, L),
donde
C(to, L) = {(t,x) € R?: [x — f(to)| < Lt — tol},

es un cono de vértice (o, f(to)).
Ejemplo 8. La funcién f: R - R, f(t) = t?,no es Lipschitz en toda larectareal. La
prueba lo haremos por reduccién al absurdo. Supongamos que es L-Lipschitz en
R, entonces para alguna constante L > 0, se tiene

lf (&) = f)l < LIt —tol, Ve, x ER,
en vista de que la funcién f es derivable en R, sabemos que

lim LOTON _ |11y, ve € R,

x-t  |t—x|
Combinando la desigualdad de la condicién de L-Lipschitz con la identidad
anterior, se obtiene
L=|f'(t),VteR
lo cual es imposible, pues la derivada no estad acotada, como se ve
lim |[f'(t)] = lim |[t| = +. m
|t[—oc0

|t] >0
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Ejemplo 9. La funciéon f: R — R, f(t) = |t], es (globalmente) 1-Lipschitz en toda
la recta real, para verlo basta hacer

If(®) — f)l = |lel = Ixl| < L]t —x|,Ve,x ER. m
Ejemplo 10. Sea la ecuacién diferencial

21— xl.
Analice si f (¢, x) es globalmente Lipschitz.
Solucioén. Siendo f(t,x) = 1 — |x|, f: R? - R, vemos que es continua con
respecto a su primera variable. Entonces

If (6 x) — f&x)| = 11— |xq| = (1 — |x2 D

= ||x1| - |x2|| < |x1 — x|

de este modo se tiene la constante de Lipschitz L = 1. En consecuencia, para todo
(to, Xo) € R? pasa una Unica curva integral. m

PROBLEMA 7.3

1. Compruebe sila funcién f: R — R, f(x) = v/x es Lipschitziana en el intervalo
10,1[.
Solucién. No es Lipschitz. Por reducciéon al absurdo. Supongamos que es L-
Lipschitz en ]0,1[ para alguna constante L > 0. Entonces f es derivable en
10,1[, pero vemos que

L=|f'"(®l vt e]o1],

lo cual es imposible, pues la derivada “explota” en el origen al tlir(§1+ f'(t) =
+oo.

2. Seala ecuacion diferencial % = 1+ |x|. Compruebe si f(t, x) es globalmente

Lipschitz.

7.4 TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

Sea el problema de Cauchy

d

—=ft0),x(t) =% . (PC)
Teorema 7.1. Sea I un intervalo. Supongamos que f:IxR — R es una funciéon
continua con respecto a su primer variable y globalmente Lipschitz con respecto

ala segundavariable. Entonces para cada ty € I y xy € R existe una tnica soluciéon
global x € C*(I) del problema de Cauchy (PC).
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Definicion 7.3. la solucion definida en el rectangulo mas grande donde existe la

solucion, se denomina solucién maximal.
Ejemplo 11. Sea la ecuacién diferencial

E=1—xl.
dat

Analizamos la existencia de soluciones. Aqui la funcién es f(t,x) =1 — |x| es
f:RxR = R y es continua con respecto de la primera variable. Veamos que es
globalmente Lipschitz con respecto de la segunda

lf(t,x) = f& ) =11— x| = (1 —lyDl
= |Ixl = Iyl| € Ix = yl.

De esta forma, el teorema 7.1 garantiza que la solucién existe en todo el
intervalo de definicion (para la primera variable), es decir por cada punto (¢, x)
del plano pasa una Unica curva integral. m
Ejemplo 12. Sea el problema de valor inicial

% = 3vx, x(tg) = x,.
Vemos que f(t,x) =3Vx y ortx) _ i,
ox 2%’
significa que tenemos que elegir (ty,x,) de modo que x, > 0, entonces hay
existencia y unicidad local del problema de valor inicial y que se debe tomar
(tg, xp) de modo que t, # 0. m

Vamos reformular el teorema anterior para hacerlo comprensible la
demostracion basica.

Teorema 7.2. sea el problema de valor inicial

ambas son continuas en Rx]0, o],

dx _
{E - f(t, X) (3)
x(to) = %o
Si f(t,x)y 9N ¢on continuas en el rectangulo t € [ty, ty + B, [x — xo| < k».

Entonces el problema de valor inicial (3) tiene una tnica solucion en el intervalo
t € [to, to + B] (Barrera, 2012).
Demostracion. Para la demostracion trataremos de asociarlo con los problemas
(1) y (2), para esto consideramos que sea
) k
k= max |f(tx = min {k ,—2}.
max [f (60l y B "
La prueba se traslada a demostrar que las iteraciones de Picard en x,(t),
convergen Vt € [t,, to + B] cuando —— f( ®) existe y es continua.

Entonces hay que trabajar con las sucesion de funciones x,(t) para ver su
convergencia. Entonces escribimos la sucesion x, (t) como
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X (£) = xo(8) + [x1(8) =% (D] + [x2(8) = 21 (O] + -+ + [x,(8) — xn-1 (D)],
siel segundo miembro paran = 1,2,3,4, ... converge, entonces x, (t) converge. Hay

que hacer que
%o (8) + [x1(8) = %, (O] + [x2(6) = 21 (O] + -+ + [0 () =21 (O] + -+ (4)
converge. Es decir, que la serie infinita,
Yn=1lX%p () = X1 ()] < o0, (5)
converge.
Tenemos que,

2 (8) = 21 (O] = [0 + [ £ (5, -1 (5))dls = (%0 + [y £ (5, Xn—2(s))dls )|
= |15 Fls,xnoa())ds = [} F(s,2n-2())ds|

t t
< fp [f 52 (s) = L F (s, xn—a())] ds
ot |Fxnaao) =y, F(sxn—2(9))]
o xn-1(8)=%n—2(s)l

t |10f(s,8
= Jp [PPE2 1 (5) = 2o (s)lds,

donde la funciéon §(s) esta entre x,,_; (s) y x,,_»(s), segiin el problema 1, todos los
puntos (s, §(s)) estan en el rectangulo R = {(tog,x0) ER?*: to <t <ty +pf,|x —
xol| < k,}, paras < ty + . Luego
t
ez (€) — 2, (8) | < Lft0|xn—1(5) — Xn—2(8) lds, t € |to, to + B (6)

define la constante L.
De la ecuacidn (6) vamos a dar valores n = 2,3,4, ... se obtiene

22 (8) = 2 (D] < L [ |21(s) = xo(9)lds < L [, K(s — o) ds, xo(s) = to

|xn—1(s) - xn—2(5)|d5

_ 2
2!

t t —to)?
I3 (£) — %, (D] < Lft0|x2(s) —x,(s)|ds < LftoLK (¢ 2to) ds

_ 2 (-te)®
=KL =

continuando de la misma forma resulta
X (6) = 2o (O] < KIP R (g
entodo t € |ty, ty + B|. Entonces, la suma
¢ (£) = %o ()| + |22 (8) — %1 ()] + [x3(6) — 22 ()] + - <
< (e — to) + KLEE 4 o2 000y g3 (0
comoes0 <t —ty,<p, encada céso tomando ia cota superibr,
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KLp?

KL2B3 KL3B4

Skf+ =St

_k (BL)* | (BL)® | (BL)*
_Z[ﬁL+ 2 Toa T 4!]
= LlepL — 1],

L

de manera que %(em - 1) < oo. Significa que las iteraciones de Picard x,(t)

convergen parat € |ty, t, + B[, de tal manera que %1_r)r010 X, () = x(t). m
Ahora probaremos que x(t) cumple el problema de valor inicial, partimos del
hecho que x(t) verifica la ecuacién integral
x(©) =% + [ f(sx())ds  (ry)
y es continua. Por otro lado, las iteraciones de Picard x,, (t) estan definido como
*ns1(6) = %o + [{ f(5,xa()ds, (1)

en la relacion (r,) tomamos limite en ambos miembros
lim x40 (8) = lim [xo + [7 f(s,x0())dis]
n—oo n—oo 0

x() = %o + lim [ f(s,xp(s))ds,  (r3)
n—->oo tO
donde
lim [, f (s xn()ds = f,, f(s,x())ds. (1)
Hay que probar (73), se tendria que demostrar que
lim ft’; £(s, %, (5))ds — ffo f(s,x(s))ds = 0.
En el rectangulo R para t, + = t la grafica de x(t) se encuentra dentro de
este rectangulo, pues lim x,(t) = x(t) y para todo x,, (t) esta en el rectangulo,
n—oo
luego
|ftt0 f(s,x(s))ds — fttof(s, xn(s))ds| < ftto|f(s,x(s)) — f(s,xn(s))|ds
<L f;lx(s) — x,(8)|ds, por (7).
Por otro lado
x(5) = 2(5) = (Xn41(8) = X0 (8)) + (Kn42(s) — Xn41(8)) +
+(xn+3(5) - xn+2(5)) +oe = Z?O:n+1(xi(s) - xi—1(5))
ya que
x(s) = x + (x1(8) = x0(5)) + (x2(8) = x1(5)) + (w3(s) = x2(s)) + ---
= %o + Xy (x:(8) — x,24())

Por tanto,
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Xn () = xo + Xi- 1(xz(5) xi—1(5));

teniendo en cuenta (7) resulta

|x(s)_xn(s)| <K21 n+1Ll 1(5 tO) <KZL =n+1
K soo L
- CE ()

Li 1Bi
il
- L i=n+1 il

Es decir,

i!

|7 £(s.x())ds = [ £ (5,20 (9))ds| < L(§ Z2nea -y ds),
SKEZ o (t—t0), t—to < B

LB):
< KB X1 L

i’

wp)t

donde 11m Zl =n+1—;, = 0, pues el residuo del desarrollo de la serie de Taylor

converge a ePt, luego
711_{1;10 fttof(s, xn(s))ds = fttof(s,x(s))ds,

de esta manera se cumple (7). m

La continuidad de x(t). Veamos Ve > 0,36 > 0 talque cumple

lx(t + h) — x(t)| < ¢, silh]| <8.
No sabemos cdmo es x(t + h) respecto de x(t). Entonces hacemos
x(t+h)—x(t)=[x(h+t) —x;(t + h)] + [x2(t + h) — x,(t)]
+[xa(8) —x(1)],

siendo A un entero relativamente grande. As{
@p)

_Zl =A+17 < §'
de (73)

x(h + ) = (e + W] <y ba@® -x@)] <3
siendo ty + f > t,y para h bastante pequefa ty + f >t + h. De esta forma se
cumple que x; (t) seria continua, pues resulta de 1 integraciones sucesivas de
funciones continuas. Por consiguiente puede elegirse § > 0 bastante pequeiia

talque
|, (t + h) —x;(t)] < gcon |h| < 6.
Por tanto,
[x(h +t) —x(@)| < |x(t+h) —x(t + h)| + [x(t + h) —x;, ()| +
) —x@Ol < +-+2=
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para |h| < &. De esta manera que la solucién x(t) es continua de la integral (1;),

lo cual completa que x(t) cumple el problema de valor inicial. m

Se prob¢ la existencia de al menos una solucién x(t) del problema de valor
inicial. Ahora veamos la unicidad.
Supongamos que y(t) es una segunda solucién del problema. Es decir,

x(8) = %o + f,. f(5,2())ds y y(£) = xo + [;. f(5,7(s))ds

son dos soluciones. Entonces
x(t) —y(t) = xo + fti) f(s,x(s))ds - (xo + fti) f(s,y(s))ds)
= [, [f(s,%() = f (5, ¥()]ds,

tomando barra,
() = y(@®) = | [ [f (5,2(5) = (5, y()]ds|
< Jp|f(s,x()) = f(s,y(s))|ds

X(®) = y(OI S L [ |x(s) = y(s)lds  (p)
donde

L = max |—af (&%) ,
(t.x)enR| 0x

y que segun el problema 2, la desigualdad (p) tiene que ser [x(t) — y(t)| = 0 de
donde x(t) = y(t), con esto se completa la prueba de que el problema de valor
inicial tiene solucién tUnicay es x(t). m
Ejemplo 13. Se da el problema de valor inicial

1

% = x3sen(4t),x(0) = 0. (a1)
Una solucién de (a1) es x(t) = 0. Puede obtenerse otras soluciones, al ser una
ecuacion separable, integrando
[x~Y3dx = [ sen(4t)dt + ¢
3x2/3 = sen?(2t),

c=0 con x(0) =0, de donde x(t)=i%sen3(2t) son dos soluciones

1
adicionales; ;por qué tiene mas de una solucion? Veamos, si f(t,x) = x3sen(4t),

se ve que
of (tx) _ sen(4t)
Y =
ox 343

no es continuaenx = 0. m
Ejemplo 14. Demuestre que el problema de valor inicial
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Z— 24 e x(0) =0,

existeent € [O, %] en este intervalo |x(t)| < 1.

of(tx)

Solucién. si f(¢t,x) = t2 + e*" y que 252 = —2xe ™", Entonces £(¢, %) y L2

ox
son continuas en el rectangulo R: [O,ﬂ x[—1,1].

calculando
= 2 —x? = l 2 = E
K (t%gﬁR(t te ) 1+(3) 9’
lo cual existe para

0<t<mm{— E}=l.
9 3
Por tanto, en este intervalo se cumple |x(t)| < 1. m

Ejemplo 15. Sea el problema de valor inicial
ax _ 2 —
dt—2+x , x(0) =0,
halle el intervalo maximo de existencia de solucion.

Solucion. Consideremos el rectangulo t € [0, k], x € [—k,, k], hallamos
k = max (2+x2) =2+ k2,

(tx)en
Entonces x(t) existe

0<t<p= mm{kl,z kz} ]
PROBLEMA 7.4
1. Pruebe que el problema de valor inicial tiene solucién tnica:
dax
2) L= x(0) =x0,% > 0.

b) x' = sen(tx), x(0) = xq, xo > 0.
I 42 2 — i _i i
c) x'=t*+x% x(0) = 0enelintervalo [ \/E’\/E]'
2. Enel teorema 7.4 muestre que x, (t) converge para Vt € [ty — 8, t,], donde
B = min {kl, } y r es el valor maximo de |f(t, x)| para (¢, x) en el

rectangulo ty — ky < t < tg; |x — x| < k.

3. Demuestre que la solucién x(t) del problema de valor inicial existe:

a) % = sen?(t) + x2, x(0) = 0.

b) % =2t + x2, x(0) = 0.
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Ecuaciones dilerenciales ordinarias aplicadas |

) x' =2x2+et’, x(0) = 0.
d) x' =2x3+e™*, x(0) = 0.

kkk
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